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1. Az abszolut geometria axiémai

Az abszolut geometria az euklideszi geometridanak a parhuzamossagi axiomatol fliggetlen része.

1.1. Illeszkedési axiomak, a Hilbert-féle illeszkedési tér

Nemdefinialt fogalmak: pont, egyenes és sik. Jelolje ezek halmazat rendre E, L és P. A pont,
egyenes és stk kozelebbi meghatarozasat mell6zziik. Ehelyett a kozottiik 1évo un. illeszkedési relécio

(kapcsolat) szabélyait fogalmazzuk meg, mint axiéméakat. Ha az illeszkedési relacié kielégiti az

(I1) Bérmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes



[2) Barmely egyenesre illeszkedik legaldbb két pont

[3) Van harom nem egy egyenesre illeszked6 pont
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Barmely harom nem egy egyenesre illeszked6 pontra illeszkedik egy és csak egy sik

I6) Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes is illeszkedik a sikra

(
(
(
(
(
(

I7

)
)
)
I5) Egyetlen sik sem az iireshalmaz
)
) Ha két siknak van koz0s pontja, akkor tovabbi kdzos pontjuk is van
)

(I8) Van négy nem egy sikra illeszkedd pont

illeszkedési axiéomakat, akkor (E,L,P) egy tn. Hilbert-féle illeszkedési tér. Az (E,L) par Hilbert-
féle illeszkedési sik, ha (I1)-(I3) teljesiil. Az elmélet kifejtése két szdlon fut: egyrészt az axidmakbol,
illetve a mar bizonyitott allitasokbdl levezethet6 allitasok megfogalmazasa, mésrészt pedig a fogalmak
korének szélesitése a nemdefinialt fogalmak, illetve a mar definidlt fogalmak felhasznalasaval.

1. Allitas. Két nem diszjunkt sik metszete egyenes.

Bizonyitas. A kovetkezo axiomékra hivatkozunk:

I7. Ha két siknak van kozos pontja, akkor tovabbi kozos pontjuk is van

I1. Barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes

[6. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes is illeszkedik a sikra.

Tovabbi pontokat a két sik metszetében kizar

[4. Barmely harom nem egy egyenesre illeszked6 pontra illeszkedik egy és csak egy sik [J

Az allitas megfogalmazasandl halmazelméleti terminolégiat hasznaltunk. Bar nem sziikségszerti,
hogy az egyenesek és a sikok pontokbdl allé részhalmazok legyenek, a szemléletnek tett engedmény
megkonnyiti a fogalmazast.

1. Definicié. (térelemek kolesonos helyzete: egyenesek) Két egyenest metszének nevezink, ha van
kézos pontjuk és mem esnek eqybe. Az egyenesek kitérok, ha nincsenek eqy sikban. Két egyenes
pdrhuzamos, ha eqy sikban vannak és nincs kozos pontjuk, vagy ha egybeesnek.

1. Feladat. Igazolja logikailag ekvivalens atalakitasokkal, hogy a parhuzamossag a metszo, vagy

//////

2. Definicié. (térelemek kolesonos helyzete: sikok) Két sikot metszének nevezink, ha van kiézds
pontjuk és nem esnek eqybe. Két sik pdarhuzamos, ha nincs kézos pontjuk, vagy ha egybeesnek.

1. Megjegyzés. Az 1. Allitds szerint metszé stkok kozos része egyenes.
3. Definicié. (térelemek kolcsonos helyzete: egyenes és sik) Egy egyenes és eqy sik metszd, ha van

kozos pontjuk és az egyenes mnem illeszkedik a sikra. FEqy egyenes és eqy sik pdrhuzamos, ha nincs
kozos pontjuk, vagy ha az egyenes illeszkedik a sikra.

2. Allit4s. Eqgy Hilbert-féle illeszkedési tér minden sikja Hilbert-féle illeszkedési sik.
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B F

.

1. 4bra.

Bizonyitds. Legyen S a Hilbert-féle illeszkedési tér egy rogzitett sikja. Az (I1) axiéma kove-
telménye - (I6) szerint - teljesiil az S sikban, mig (I2) nyilvdnvaléan éroklédik. A kérdés az, hogy
teljestil-e (I3) is, léteznek-e A, B és C' € S nem kollinedris (azaz nem egy egyenesre esé) pontok? A
bizonyitast az (I5) axiéméval kezdjiik (1. dbra): legyen A € S egy tetszoleges pont. (I8) szerint a tér
minden pontja nem illeszkedhet S-re, ezért felvehetiink egy D ¢ S pontot, mely egyértelmiien meg-
hatarozza - (I1) szerint - az l4p egyenest. Mivel (I3) érvényes a térben, valaszthatunk egy E ¢ l4p
pontot, mely egyértelmiien meghatarozza - (I4) szerint - az Sypg sikot. Az 1. Allités szerint az
S és az Sapp sikok metszete egy e egyenes, melynek jelolje B egy A-tdl kiilonbozé pontjat az (12)
axiéma értelmében. (I8) szerint a tér minden pontja nem illeszkedhet Sapp-re, ezért felvehetiink egy
F ¢ Sapp pontot, mely egyértelmiien meghatérozza - (14) szerint - az Sapr sikot. Az 1. Allitas
szerint az S és az Sapr sikok metszete egy f egyenes, melynek jelolje C' egy A-tdl kiilonbozé pontjat
az (12) axioma értelmében. A bizonyitas teljes, ha megmutatjuk, hogy A, B és C' nem esik egy egye-
nesre. Ehhez vegyiik észre, hogy Sapr = Sasp és Sapr = Sacp. Ha a széban forgdé pontok egy
egyenesre esnek, akkor Sypr = Sapr kovetkezik, ami ellentmond az F' pont valasztasanak. [
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2. abra.

1. Példa. (a minimadlis modell, 2. dbra) A Hilbert féle illeszkedési tér minimadlis modelljében
E={A B,C, D}, L={{A B} {A,C}{A D} {B,C}{B, D}, {C,D}},

P={{A,B,C},{A,B,D},{A,C,D},{B,C,D}},



azaz az egyenesek a kételemii, a sikok pedig a hdromelemi részhalmazok. (I8) szerint ennél keve-
sebb pontja nem lehet egy illeszkedési térnek. Az illeszkedési sik minimalis modellje a tér minimélis
modelljének sikja.

2. Feladat. Allapitsa meg a térelemek kolesonos helyzetét a minimalis modellben.

1.2. A Birkhoff-féle vonalzé axiéma (a vonalzé absztrakt leirasa)

Azt mondjuk, hogy egy Hilbert-féle illeszkedési térben teljesiil a Birkhoff-féle vonalzé axiéma
(RP), ha barmely [ egyenes esetén megadhat6 egy f:1 — R kolcsondsen egyértelmii leképezés (az
egyenes koordinatazasa) tgy, hogy

[f(A) = f(B)| =d(A,B) (A, Bel),
ahol d(A, B) az A és B pontok tavolsiga (alapfogalom).

2. Megjegyzés. A tavolsag értelmezésére nincs sziikség, ha megallapodtunk abban, hogy minden
egyenes izometrikusan - azaz tavolsagtartéan - leképezheté a szamegyenesre. Mindazonaltal be-
emeltiik a rendszerbe a valds szamok axiomait: R az egyenes prototipusa.

A vonalzé-transzformacié Legyen fi:1 — R és fy:1 — R adott. Mivel izometrikusan képezziik
az egyenest a szamegyenesre, ezért a h:R — R, h(z) := fo 0 fi () leképezés a valés szamegyenes
tavolsagtartd transzformacioja:

|h(z) — h(y)| =[x —y| (7,y €R).

Az eltoldsok a valds szamegyenes tavolsdgtarto transzformaciéi. Ennélfogva a g(z) := h(z) — h(0)
segédfiiggvény olyan tavolsagtarto transzfomécio, mely az origét fixen hagyja:

9(x) —gW)| =z -yl (z,yeR) é ¢(0)=0.

Az y = 0 helyettesitést és négyzetre emelést kovetden g%(x) = x? frhaté. Specidlisan g(1) = £1. A
négyzetre emelést az argumentum specialis megvélasztasa nélkil elvégezve,

g*(x) = 29(x)g(y) + ¢*(y) = 2* — 20y + y*.
Mivel ¢%(z) = 22 és ¢?(y) = y?, kapjuk, hogy
9(@)g(y) =zy (z,y €ER).

Az y = 1 vélasztassal pedig g(r) = £z kiévetkezik. A valds szamok tavolsagtarté leképezéseinek
altalanos alakja h(z) = ez + ¢, ahol € = £1 és ¢ = h(0). Innen

fa(A) =efi(A) +c (Ael), (1)

azaz a vonalzo eltolhaté (¢ # 0) és atfordithaté (¢ = —1). Az (1) formula mutatja, hogy a valés
szamok kozotti rendezés atvitele az egyenes pontjaira a koordinatazas valasztasatdl fliggetlen. Ez
lehet6vé teszi a szakasz és a félegyenes (intervallumok) fogalmanak értelmezését.



4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az | eqgyenes A, B és X pontjai kozil X az A és B pontok kozott
van, ha az f(X) valds szam az f(A) és f(B) valds szamok kozdtt van, ahol f:1 — R az | egyenes
tetszdleges koordindtdzdsa: A — X — B.

3. Feladat. A vonalz6 axiéma segitségével igazolja, hogy X pontosan akkor van az A és B pontok
kozott, ha d(A, X) + d(X, B) = d(A, B).

5. Definici6. Az A és B pontokat 0sszekotd szakaszon az
AB={X €lup | A— X — BYU{A, B}

halmazt értjik. A szakasz belseje AB \ {A, B}. A szakasz hossza a d(A, B) tdvolsdg; két szakaszt
eqybevagonak, vagy kongruensnek nevezunk, ha a hosszuk megegyezik.

6. Definicié. Az A kezddéponti, B pontot tartalmazo félegyenesen az
AB= {X € lup | ﬁ(X-A-B)}U{A}

halmazt értjik. A félegyenes belseje AB \ {A}.

A vonalzo eltolhatésaganak és atfordithatésaganak egyszeri, de fontos kovetkezménye az alabbi
félegyenes-koordinatazasi tétel.

N

1. Tétel. (a félegyenes koordinatazasi tétele) Barmely AB félegyenes esetén egyértelmiien megadhatd
a tartoegyenes olyan f:1 — R koordindtazdsa, melyre

FA) =0 é AB={Xel|f(X)>0}

Bizonyitds. Mivel a vonalz6 eltolhat6 és atfordithatd, ezért feltehetjiik, hogy f(A) = 0és f(B) > 0;
ekkor az X —A— B reldci6 ekvivalens azzal, hogy az f(A) = 0 valds szdm az f(X) és az f(B) kozott van,
azaz f(X) < 0, melynek tagaddsa éppen f(X) > 0. Tovabbi eltoldssal az f(A) = 0, atforditassal pedig
az f(B) > 0 feltétellel keriiliink ellentmondasba. Ezért a koordindtazds egyértelmiien meghatarozott.
O

2. Tétel. (aszakaszfelmérés tétele) Eqgy szakasz barmely pontbol és e pontbdl induld barmely félegyenes
mentén eqyértelmiien felmérheto.

Bizonyitas. Legyen adott egy P_Q szakasz, melynek hossza r > 0. A d(P,Q) = 0 eset trividlis,

N

hiszen ekkor P = () kovetkezik a vonalzd axiéma alapjan. Tekintsiik az AB félegyenesnek a koor-
dinatazasi tételben szereplo, egyértelmiien meghatarozott f:1 — R koordinatazasat. A félegyenes
olyan X pontjat keressiik, melyre d(A, X) = d(P,Q) = r. Mivel f(A) = 0 és f(X) > 0 a félegyenes
tovabbi pontjaira, ezért f(X) = r. Kovetkezésképpen az X := f~!(r) inverz kép a keresett pont. [

A szakasz és a félegyenes fogalmédnak birtokdban mér bevezethetd a polygon (toréttvonal), a
szogvonal (kozos kezd6pontu félegyenesek unidja)

AOBZ == OAUOB
és a konvexitéds fogalma.

7. Definicio. A tér eqy H részhalmaza konvex, ha barmely két pontjaval egyiitt az oket 6sszekoto
szakaszt is tartalmazza.

A kovetkezo, kissé technikai jellegii axiéma a szogmérés bevezetését késziti elo.
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1.3. A félsik axioma

A félsik-axiéma (PSP) kimondja, hogy egy tetszéleges S sikot barmely | C S egyenese (sorrendtél
eltekintve egyértelmiien) két nemiires, konvex, diszjunkt H; és Hs halmazra bont gy, hogy

(PSP1) S\l = H, U H,
(PSP2) ha A € H, és B € H,, akkor AB N [ # 0.

H, és H, az | egyenes altal hatdrolt nyilt félsikok; a hatdregyenessel vett unidjukat pedig zart
félsikoknak nevezziik.

3. Tétel. (Pasch tétele) Ha egy egyenes egy hdromszig sikjaban nem illeszkedik eqyik csicsra sem,
de metsz eqy oldalt, akkor pontosan eqy tovdbbi oldalt is metsz.

Bizonyitas. Messe az [ egyenes az ABC/A haromszog AB oldalit az X belsé pontban. A félsikok
konvexitasa alapjan nyilvanvald, hogy A és B az [ altal hatédrolt kiilénbo6zo nyilt félsikokban vannak.
(PSP1) szerint pedig a C' csics pontosan az egyikiikkel (példdul A-val) van ellentétes nyilt félsikban.

(PSP2) miatt tehat az [ egyenes az AC oldalt is metszi. [J

8. Definici6é. Legyen AOBZ walédi szégvonal, azaz nem egyenes, vagy félegyenes; az loa hatdr-
eqyenesti, B - t tartalmazo zart félsiknak az lop hatdregyenest, A-t tartalmazo zart félsikkal vett
metszetét az AOBZ széguonalhoz tartozo konvex szogtartomdanynak nevezzik. Egyenesszog esetén az
egyenes dltal hatdrolt valamely zdrt félsikot neveziink a szogvonalhoz tartozo konvex szogtartomdnynak.
A szégtartomdny belsején a nyilt félsikokkal vett metszetet, illetve a hatdrolt nyilt félsikot értjik.

3. abra.

4. Tétel. (keresztszakasz, vagy crossbar tétel) Legyen AOBZ walddi széguonal, azaz nem egyenes,

vagy félegyenes. Az OP félegyenes pontosan akkor metszi az AB keresztszakasz belsejét, ha P a konvex
szogtartomdny belsejében van.



Bizonyitas. Tegytik fel, hogy P a konvex szogtartomany belsejében van. A 3. abran lathato

ABCA héaromszogre és az lpp egyenesre alkalmazzuk Pasch tételét: mivel az AC oldalon van belss

[N

metszéspont, ezért pontosan egy tovébbi oldalon is van. Ez nem lehet B_C ugyanis az OD félegyenest
az egyik szogszar tartoegyenese az OP félegyenest pedig a mésik szogszar tartdegyenese szeparalja
BC belsé pontjaitél. Mivel az OD félegyenest az egylk szogszar tartéegyenese az AB bels$ pontjaitdl
is szepardlja, ezért csak az a lehetoseg marad, hogy az OP félegyenes az AB keresztszakaszt metszi egy

bels6 pontban. Megforditva, ha az OP félegyenes az AB keresztszakaszt egy X bels6 pontban metszi,
akkor P és X ugyanabban a nyilt félsikban van mindkét szogszar tartoegyenesére nézve. Ennélfogva
P a konvex szogtartomany belsejében van. [J

9. Definicié. Ha eqy illeszkedési térben teljesil a vonalzo és a félsik axioma, akkor folytonosan ren-
dezett illeszkedési térnek nevezzik.

4. Feladat. Igazolja a térfelbontas tételét: egy folytonosan rendezett illeszkedési teret barmely S
sikja (sorrendtél eltekintve egyértelmiien) két nemiires, konvex diszjunkt K; és K, halmazra bont

ugy, hogy

(SSP2) ha P € K, és Q € Ko, akkor PQ N S # (.

A megolddshoz megadjuk a K és K, halmazok konstruktiv eléallitasat. Valasszunk egy A ¢ S
pontot az (I8) axiéma alapjén és legyen

K :={PeE\S| APNS=0U{A}, K, :={PeE\S| APN S # 0}.

Konnyen lathatd, hogy egyik halmaz sem itires. K; konvexitasanak ellenorzéséhez legyen P, ) € K.
Amennyiben P, @ és A kollinedrisak (megengedve pl. az A = P esetet is), az AX szakaszt az AP és

az AQ szakaszok unidja lefedi barmely X & PQ esetén, ahonnan AX NS = ) kovetkezik. Tegyiik
fel tehat, hogy A, P és Q nem kollinedris. Ha Sapg parhuzamos az S sikkal, akkor nyilvanval6an

AX NS =0, ahol X a PQ szakasz tetszOleges pontja. Egyébként az S és az Sapg sikok metszik
egymast egy [ egyenesben és hivatkozhatunk a félsik axiémara az Supq sikban. K, konvexitdsanak
ellendrzéséhez véalasszunk P és () € K, pontokat és egy az A, P és () pontokra illeszked6 sikot. Az
el6z6 esettel ellentétben az S sikkal vett metszésvonal 1étezése automatikus a Ko halmaz konstrukciéja
miatt és a konvexitas a félsik axioma kovetkezménye az A, P és () pontokra illeszkedo sikban: P és ()
az A pontot tartalmazé nyilt félsikkal ellentétes félsikban vannak (utébbi nyilvanvaléan konvex). A
bizonyitas akkor lesz teljes, ha megmutatjuk, hogy a K és K, halmazok nem fiiggnek az A ¢ S pont
vélasztasatol, legfeljebb felcserélédnek. (SSP2) igazoldsa pedig hasznos gyakorléfeladat (alkalmazzuk
Pasch tételét az APQA haromszogre).

1.4. A sz6gméré axiéma (a szogmérd absztrakt leirasa)

Legyen adott egy egyenes harom pontja; a vonalz6 axioma segitségével rendezhetjiik ezeket a pon-
tokat abban az értelemben, hogy megmondjuk, melyikiik van a masik ketté kozott. Most tekintstink
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egy zart félsikot és annak hataregyenesén egy tetszoéleges O pontot. A félsik axidoma segitségével beve-
zetett konvex szogtartomany fogalma segit eldonteni, hogy a félsik harom, O kezdopontu félegyenese
koziil, melyik van a masik ketté kozott. Az A — X — B relaciot leiré d(A, X) + d(X, B) = d(A, B)
formula megfelel§je a szogmérés additivitasa (PP1) lesz. Az tn. szdgszerkesztési posztulatum (PP2)
pedig a szakaszfelmérés tételének analogonja (4. dbra). Azt mondjuk, hogy egy folytonosan rendezett
illeszkedési térben teljesiil a szogmér6 axiéma, ha a szogmérés additiv, azaz

(PP1) ha OAA;&OAB és P az AOB/ konvex szogtartomény pontja, akkor
m(AOBZ) = m(AOPZ) + m(POB/),
ahol m(AOBZ) € [0, 7] az AOBZ konvex szogtartomany mértéke (alapfogalom),
tovabba érvényes a szogszerkesztési posztulatum:

(PP2) Egy szbg barmely félegyenestdl és e félegyenes tartéegyenese dltal hatdrolt barmely félsikban
egyértelmiien felmérheto, azaz megadva egy O A félegyenest és egy a tartdegyenes altal hatarolt

zart H félsikot, barmely ¢ € [0, 7] esetén létezik egy és csak egy OB C H félegyenes tigy, hogy
m(AOBZ) =t.

t=108.43°

4. 4bra.

10. Definicié. Két szdget eqybevdgonak, vagy kongruensnek neveziink, ha mértékik megegyezik.

A szogmérd axiéma alapjan konnyen igazolhatd, hogy

e cgyenesszog mértéke

e nullszég mértéke 0,

e a csucsszogek egybevagdak, a mellékszogek pedig kiegészité szogek.

Ujabb fogalmak tobbé-kevéshé értelemszerti bevezetésével gazdagithatjuk a szétdrunkat (derék-
sz0g, szakaszfelez6 merdleges, szogfelezd). A tovdbbiak szempontjdbol a legfontosabb azonban a tér
alakzatainak (elsésorban haromszogeinek) merev mozgatisa a szakaszfelmérés tétele és a szogszer-
kesztési posztulatum alapjan.



5. 4bra.

11. Definicié. Két hdaromszoget eqybevagonak, vagy kongruensnek mondunk, ha létezik a cstcsaik
kozott olyan megfeleltetés, hogy az egymdsnak megfeleld oldalak és szogek egybevdgdk.

Az 5. ébran AB=DE, m(A/) = m(DZ) és AC=DF a szakaszfelmérés tételének és a szogszer-
kesztési posztulatumnak koszonhetoen. Mit tudhatunk a nem kozvetlen méréssel adédé oldalakroél és
szogekrol? A vélaszt az in. kongruencia axiéma adja meg.

1.5. A kongruencia axiéma

A kongruencia-axiéma (SAS) kimondja, hogy ha két haromszog csticsai kozott 1étezik olyan
megfeleltetés, melynél két oldal és a kozbezart szog egybevagd a megfelel6 két oldallal és kozbezart
szoggel, akkor a hdromszogek egybevagdk. Fzzel az abszolut geometria axiémarendszere teljes. Alap-
fogalmak: E (pontok), L (egyenesek), P (sikok), d (tavolsdg), m (szogmérték). Axiomadk: illeszkedési
axiomak, vonalzé (RP), félsik (PSP), szogmérd (PP) és kongruencia axiéma (SAS).

12. Definicié. Ha eqy illeszkedési térben teljesil a vonalzo, a félsik, a szogmérd és a kongruencia
axioma, akkor abszoliut térnek nevezziik.

2. Fejezetek az abszolut geometriabdl

2.1. Kongruenciatételek

5. Tétel. (Pons Asinorum) Egyenld szdri hdromszégben a kongruens oldalakkal szemkizti szégek
kongruensek.

Bizonyitas. Legyen ABC/A egyenlé szari haromszog; a hatarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy

AC=BC. Hizzik be a C csiicsnél a szogfelezdt. A keresztszakasz tétel miatt ez metszi az AB
oldalt egy X belsé pontban. A (SAS) axiéma alapjan két egybevigd hdromszoget kapunk, ahonnan
kovetkezik a szoban forgd szogek egyenlosége. [

6. Tétel. (kiils6 szog egyenldtlenség, 6. abra) Fgy hdromszdg barmely belsd szége kisebb, mint a nem
mellette fekvd kiilsé szogek barmelyike.



6. abra.

Bizonyitas. Tekintsiik az ABC/A haromszoget és koncentraljunk az A csicsndl elhelyezkedd szogre.

Tikrozzik a haromszoget az AC oldal F felez6pontjéra és legyen D a B pont képe (nyilvanvald, hogy
A és C helyet cserél). Mivel a csicsszogek kongruensek, ezért (SAS) szerint a DFCA egybevag a

BFAA haromszoggel. Tekintsiink egy G pontot a BC' félegyenesen tgy, hogy B — C' — G, azaz
ACGZ a C csucsnal 16vo egyik kiilsé szog. Mivel a D pont eleme az ACGZ szbghoz tartozd konvex
szogtartomanynak (a részletek atgondoldsa hasznos gyakorléfeladat), ezért m(AZ) = m(ACDZ) <
m(ACGZ), ami bizonyitandé volt. O

1. Kovetkezmény. Derékszigii/tompaszogl haromszégben pontosan eqy derékszig/tompaszég és két
hegyesszog van.

7. Tétel. (kongruenciatételek, 7. dbra) Ha két hdromszégben
(ASA) egy oldal és a rajta fekvd két szog eqybevaigd,
(SAA) egy oldal és egy rajgta fekvd, illetve a szemkozti szig eqybevdgd,
(SSS) az oldalak egybevagok,

akkor a két haromszog kongruens.

Bizonyitds. Az (ASA) és a (SAA) kongruenciatételeket egyszerre bizonyitjuk. Legyen ABCA
és DEF /A a két haromszog és tegyiik fel, hogy a feltételek kozott szerepl6 oldal, illetve rajta fekvé

SZ0g AB illetve AZ. Indirekte okoskodunk. Ha AC nem egyenlo a masik haromszog megfelelo DF
oldalaval, akkor - a hiromszogek szerepét sziikség esetén felcserélve - feltehetjuk hogy AC>DF.

Ennélfogva kivalaszthatjuk az AC oldal egy G bels6 pontjat ugy, hogy AG=DF. A (SAS) axiéma
szerint az ABGA és DEF A héromszogek egybevagdk. Az (ASA) allitds esetében ez az

m(DEFZ) =m(ABGZ) < m(ABCZ) =m(DEFX)
ellentmondéshoz vezet, mig a (SAA) éllitas esetében
m(DFEZ) =m(AGBZ) > m(ACBZ) = m(DFE/)
ellentmondas kovetkezik a kiilsé szog egyenldtlenségre tekintettel. Ennélfogva AC=DF , ahonnan a

(SAS) axiéma alapjan kovetkezik a haromszogek egybevagdsaga. Az (SSS) kongruenciadllitds bi-
zonyitasat illetéen a szakirodalomra utalunk: [1] és [2]. O
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7. abra.

8. Tétel. (a Pons Asinorum megforditdsa) Ha egy hdromszigben két belsé szog kongruens, akkor a
veliik szemben fekvo oldalak is kongruensek.

Bizonyitds. A bizonyitas kulcslépése ugyanaz, mint a Pons Asinorum bizonyitdsa esetén; az (SAA)
kongruenciatételbol kovetkezik az allitds. [J

3. Megjegyzés. Két tovabbi lehetséges kongruenciadllitds van: (AAA), azaz a szogek egybevagdss-
ga, illetve (SSA), azaz két oldal és egy nem kozottiik 1éve szog egybevagdsaga. (AAA) az abszolit
geometria axiomarendszerétdl fiiggetlen allitds, se nem bizonyithatd, se nem cafolhaté. Az euklideszi
geometriaban hamis (1d. hasonlésag), a hiperbolikus geometridban pedig igaz. Az (SSA) kongruen-
ciadllitas azonban igaz az abszolut geometridban, legalabbis egy tovabbi feltétel mellett: a két oldal
koziil a nagyobbikkal szemkozti szog esetén. Igazolasara az egyenlGtlenségek fejezetben keriil sor.

2.2. Meroéleges és parhuzamos egyenesek az abszolaut sikon

9. Tétel. (a merdleges egyenes egzisztencia- és unicitastétele, 8. dbra) Fgy S sik bdrmely | C S
egyenese és P € S pontja esetén egyértelmien létezik olyan egyenese a siknak, mely illeszkedik P-re
és meroleges az | egyenesre.

Bizonyitas. Ha P € [, akkor a szogszerkesztési posztulatumra és a csicsszogek egybevagosagara
hivatkozhatunk. Ha P ¢ [, akkor a merdleges egyenes unicitasa (egyértelmiisége) a kiils6 szog tétel
kovetkezménye. Egzisztencidjat (létezését) a kovetkezéképpen lathatjuk be. Legyen A és B € [
mérjiik at a BAP/Z szoget a P pontot tartalmazo félsikkal ellentétes félsikba:

m(BAPZ) = m(BARZ) 2)

és a kapott AR szogszaron mérjik fel az AP szakaszt az A pontbdl kiindulva: A_P:A_Q. Kosstik 6ssze

a @ pontot P-vel. A (PSP2) axiéma értelmében P@Q) metszeni fogja az | egyenest egy T' pontban. Ha
T = A, akkor PARZ egyenesszog, azaz m = m(PARZ) = m(BAPZ) + m(BARZ) és (2) implikélja
a merolegességet. Ellenkezo esetben a PT' AN és QT AN haromszogek egybevagdsdga mutatja, hogy
az lpg egyenes meroleges [-re. [
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8. abra.

10. Tétel. (a parhuzamossag elegendé feltétele 1, 9. abra) Ha két komplandris egyenes egy harma-
dikkal valo metszésekor kongruens belsé valtoszogek keletkeznek, akkor a két eqyenes pdrhuzamos.

Bizonyitas. Tételiink a kiilsé szog egyenldtlenség azonnali kdvetkezménye. [

[

;

9. abra.

11. Tétel. (a parhuzamos egyenes egzisztenciatétele) Megadva egy pontot és eqy rd nem illeszkedd
egyenest van olyan egyenes, mely illeszkedik a megadott pontra és pdrhuzamos a megadott egyenessel.

Bizonyitds. Legyen S a P pont és a ra nem illeszkedd [ egyenes altal meghatarozott sik. A
merodleges egyenes egzisztencia és unicitastétele alapjan tekintsiik a P-re illeszkedd és az [ egyenesre
meroleges m egyenest. Az m egyenesre P-ben merdleges e egyenes parhuzamos az [ egyenessel, hiszen
teljesiil a parhuzamossag elegendo feltétele. [J

4. Megjegyzés. (a parhuzamossig elegendd feltétele II, 9. dbra) Nyilvanvalé, hogy a kongruens
belso valtoszogek keletkezése ekvivalens azzal, hogy kongruens megfelel6 szogek keletkeznek, illetve
a metszo egyenes ugyanazon oldalan keletkezo belso szogek kiegészité szogek. Ezek barmelyike ele-
gendo feltétele a két egyenes parhuzamossaganak, de nem sziikségesek, azaz parhuzamossig esetén a
transzverzalis ugyanazon oldalan keletkezo belsé szogek nem feltétlentil kiegészito szogek. Valdjaban
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evidens, hogy ha a parhuzamossag elegendoé feltételei sziikségesek is, akkor nem csupan a parhuzamos
egyenes létezését, hanem egyértelmiiségét is igazolhatjuk, hiszen a szogek felvétele egy adott félsikban
egyértelmil a szogszerkesztési posztulatum alapjan. Az unicitds azonban az abszolit geometria
axiémarendszerétol fiiggetlen allitds, se nem bizonyithatd, se nem cafolhaté. Az euklideszi geomet-
ridban igaz, mig a hiperbolikus geometridban hamis.

2.3. Egyenlotlenségek
12. Tétel. Egy haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ABC'/A haromszoghen AC>BC és vegylink fel egy olyan G

pontot az AC oldalon, melyre GC=BC. A GBCA haromszog egyenld szaru, ezért a kiilsé szog
egyenlStlenséget is figyelembe véve m(BZ) > m(GBCZ) = m(BGCZ) > m(AZ), ami bizonyitandé
volt. [

10. abra.

2. Kovetkezmény. Egy haromszogben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van.

Bizonyitds. Ha a nagyobb szoggel szemben kisebb oldal lenne, mint a kisebb szoggel szemben,

akkor az el6zo tétellel, mig ha ugyanakkora, akkor a Pons Asinorummal keriilnénk ellentmondésba.
U

3. Kovetkezmény. Egy derékszogi hdiromszog dtfogoja nagyobb mindkét befogondl.

13. Tétel. (klasszikus haromszog-egyenlStlenség, 11. dbra) Egy hdromszég barmely két oldaldnak
osszege nagyobb, mint a harmadik oldal.

Bizonyitas. Tekintsiik az ABC/A haromszoget; az [gc egyenes altal meghatarozott, A-t tartalmazo

félsikkal ellentétes félsikban vegyiink fel egy G pontot az AB félegyenesen tigy, hogy BC=BG. Mivel
a BCGA haromszog egyenld szaru, ezért

m(AGCZL) = m(BGCZ) = m(BCGZ) < m(ACGL).

Ez azt jelenti, hogy az AGCA haromszogben az AGCZ szoggel szemkozti AC oldal kisebb, mint az

ACGZ szoggel szemkozti AG oldal, ami az eredeti haromszog masik két oldaldanak osszege. [J
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11. &bra.

4. Kovetkezmény. A tér barmely A, B és C pontja esetén d(A, B)+d(B,C) > d(A, C) és egyenldség
pontosan akkor teljesil, ha A— B — C.

5. K6évetkezmény. (torottvonal egyenlétlenség) Han > 3 és Ay, ..., A, € E, akkor
d(Ay, Ag) + ...+ d(An_1, An) > d(Ar Ay).
Bizonyitas. Alkalmazzunk n-szerinti teljes indukciot. [

14. Tétel. (az (SsA) kongruenciatétel, 12. abra) Ha két hdaromszigben két oldal és a nagyobbikkal
szemkozti szog kongruens, akkor a két haromszog kongruens.

12. 4bra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ABCA és a DEF /A haromszogek kielégitik a feltételeket:
AC=DF, BC=EF, m(BZ) = m(E/)
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és AC>BC. (SAS) miatt elegend6 beldtni, hogy AB=DE. Tndirekte tegyiik fel, hogy mégsem ez a
helyzet; a haromszogek szerepét sziikség esetén felcserélve AB>DE. Vilasszunk az AB szakaszon

egy G bels6 pontot, melyre GB=DE. (SAS) szerint a GBCA héaromszog egybevagd a DEF A
héromszoggel. Az AGCA haromszogben felbukkand szogekre viszont m(AZ) < m(BZ) < m(AGC L)

a kiils6 szog egyenlétlenséget figyelembe véve. Ennélfogva AC>GC=DF ellentmondés kévetkezik. O

5. Megjegyzés. A feltétel nem gyengitheté az (SsA) kongruenciatételben, ahogy azt a 13. &bra
mutatja az euklideszi geometria keretei kozott.

Ve

13. abra.

1. Lemma. Legyen egy hdromszog AC' és BC' oldaldnak hossza rogzitett. Ekkor az AB oldal hossza
a szemkozti C'/ < 1 sz0q szigorian monoton novekvd fiigguénye.

[¢]
@

14. 4bra.
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Bizonyitas. Az altaldanossdg sérelme nélkiil feltehetd, hogy Bic’SAiC’. Alkalmazva a Pons Asino-
rumot viladgos, hogy a 14. &bran szerepl§ AA'B/A héromszogben az A’ csicsndl 1év6 szog kisebb,
mint az egyenlod szari haromszog alapjan nyugvé szogek kozos mértéke, mig az A cstucsnal 16vo szog

nagyobb. Ennélfogva a szemkozti oldalakra AB<A'B teljesiil. OJ

5. Feladat. Igazolja, hogy a 14. abran lathat6 konfiguracié esetén B a C'A’A/ sz6ghoz tartozd, C
pedig az A’AB/ sz6ghoz tartozé konvex szogtartoméany belsejében van. Ez teljessé teszi az 1. Lemma
bizonyitasat.

Utmutatds. Mivel A a BCA'Z konvex szogtartomany pontja, ezért a B és az A pont az la¢
egyenes altal meghatarozott ugyanazon nyilt félsikban van. Tegyiik fel, hogy B és C' az [44 4altal

meghatarozott kiilonbéz6 nyilt félsikokban vannak. Ekkor (PSP2) szerint a BC szakasz metszi az
[aa egyenest egy X pontban. Az X pont helyzetére tekintettel

m(BCAZL) =m(XCAL) é m(BCA'ZL)=m(XCA'L),
ahonnan az m(BCAZ) < m(BCA'Z) monotonitas miatt m(XCAZ) < m(XCA'ZL) kévetkezik.

Ennélfogva —(X — A" — A), mig a C, X és B pontok kollinearitdsa kizarja az A" — X — A esetet
is, hiszen A és A’ az lpc egyenes ugyanazon oldaldn van. Kapjuk tehat, hogy A"’ — A — X. Figye-

lembe véve, hogy AC=A’ C, a Pons Asinorum és a 2. Ko&vetkezmény alapjan CX nagyobb, mint
az AC és A'C' szakaszok kozos hossza. Ugyanez all a CB szakaszra, ami ellentmond a B_CSA_C

feltételnek. Alkalmazva a keresztszakasz-tételt, az A'B félegyenes metszi az AC' keresztszakaszt egy

N

belsé pontban. Ennélfogva az AC félegyenes metszi az A’ B keresztszakaszt egy bels6é pontban, ahon-
nan a kersztszakasz-tételre valé ismételt hivatkozassal kovetkezik, hogy C' az A’ AB/ szbghoz tartozé
konvex szogtartomany belsejében van.

15. Tétel. (Legendre 1. szogtétele) Az abszolit tér bdrmely hdromszogében a belsé szdgek dsszege
legfeljebb .

Bizonyitéas. Indirekte tegyiik fel, hogy az A B1C1 /A haromszogben a belsé szogek 0sszege nagyobb,
mint 7 és masoljuk fel a haromszoget egymas utan n-szer a 15. dbran lathaté médon. A torottvonal
egyenlGtlenség szerint egyfeldl

A,Cy — C,Cy + C,, B,
n .

n AiAy<A1Cy +(n —1) C1Cy + CoBy = AjAy — C1Ca<

Véve az n — oo hatardtmenetet AI_AQ — C;CQS 0. Masfelol a keletkezo 0 szogre v > ¢, hiszen

a+d+ 0 =mdea+ +v>m7m Az el6z6 lemma miatt C’I_CQ<A1_A2, ahonnan 0 <A1_A2 — 01_02
kovetkezik. Az ellentmondas mutatja, hogy a bels6 szogek Osszege legfeljebb 7. [

6. Kovetkezmény. (abszoliut kiilsé szog tétel) Egy hdromszdg bdrmely kilsé szége nagyobb vagy
egyenlo a nem mellette fekvd belso szogek osszegénél.

6. Feladat. Igazolja az abszolit Thélesz tételt: egy kor barmely atméréje legfeljebb /2 mértékii
szog alatt latszik a kor pontjaibdl.

16. Tétel. (Legendre II. szogtétele) Az abszolit térben vagy minden hdaromszdg belsé szdgeinek dssze-
ge kisebb, mint 7, vagy minden hdromszog belsé szogeinek osszege eqyenld m-vel.

Bizonyitds. A bizonyitast illeten a szakirodalomra utalunk: [1] és [2]. O
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15. 4bra.

3. Az euklideszi parhuzamossagi axioma és ekvivalensei

Az abszolit geometridban tehat léteznek parhuzamos egyenesek. Két egymast kizard eset le-
hetséges:

(EPP) Megadva egy egyenest és egy ra nem illeszked6 pontot legfeljebb egy olyan egyenes van,
mely illeszkedik az adott pontra és parhuzamos az adott egyenessel (euklideszi parhuzamossagi
axiéma,).

(HPP) Megadva egy egyenest és egy ra nem illeszked pontot legaldbb két olyan egyenes van,
mely illeszkedik az adott pontra és parhuzamos az adott egyenessel (hiperbolikus parhuzamossagi
axiéma).

Vegyiik észre, hogy (HPP)=- (EPP): legalabb ketté=— (legfeljebb egy).

13. Definicié. Egy abszolit teret euklideszi/hiperbolikus térnek neveziink, ha érvényes benne az euk-
lideszi/hiperbolikus pdarhuzamossdgi axioma.

A pérhuzamos egyenes egzisztenciatételének és az (EPP) axiéménak az dsszevetése mutatja, hogy
megadva eqy eqyenest és eqy rd nem illeszkedd pontot az euklideszi térben pontosan egy olyan egyenes
van, mely illeszkedik az adott pontra és pdrhuzamos az adott egyenessel.

17. Tétel. Abszolit térben a kévetkezd kijelentések ekvivalensek:

(A) (Euklidész V. posztuldtuma) Legyen adott eqy S sik és eqy | C S egyenes. Ha A és B € I,
a C és D pontok pedig az egyenes dltal meghatdrozott azonos nyilt félsikban vannak gy, hogy

m(CABZ) +m(DBA/L) < «, akkor az AC és BD félegyenesek metszik eqymdst
(B) A pdrhuzamossdg elegendd feltételei sziikségesek is

(E) (EPP)
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(H) A haromszégek oldalfelezé merdlegesei egy pontban metszik eqgymdst, azaz minden hdromszognek
van korulirt kore

(I) (Bolyai Farkas tétele) Bdrmely hdrom nem kollinedris pontra illeszkedik egy és csak egy kor
(J) A hdaromszégek belsé szégeinek dsszege ™

(K) A hdromszégek kiilsé szogei egyenlék a nem mellettik fekvd belsé szogek dsszegével

16. abra.

Bizonyitas. Az allitasok betijele a [1] szakirodalmat koveti; a nem bizonyitott ekvivalenciakat
illetéen az [1] és a [2] forrasokra hivatkozunk. A kovetkezéket fogjuk beldtni: (A) = (B) & (E) =
(A). Tegyiik fel, hogy a kozos transzverzdlis az A € e, illetve B € f pontokban metszi a parhuzamos
egyeneseket. Jelolje a transzverzélis ugyanazon oldaldn 1évo szogeket «v és 3, illetve 7y és § (16. ébra).
Mivel paronként kiegészit6 szogekrél van szo, ezért o+ § = w és 5 + v = m. Mésfeldl (A) implikalja,
hogy o + 8 > 7 és v+ 0 > m, hiszen ellenkezd esetben valamely félegyenespar metszené egymast.
Osszeadva a szogeket 21 < oo+ 4 v + 6 = 2, azaz az egyenlétlenségekben valéjdban egyenl8ség
teljestil: a+ B = 7 és v+ 0 = 7, ami ekvivalens azzal, hogy kongruens bels6 valtoszogek keletkeznek:
a =y és f = 4. Ha a parhuzamossag elegendé feltételei sziikségesek is, azaz a transzverzalissal bezart
szogek egyértelmiien meghatarozzak a parhuzamos egyenest, akkor a szogszerkesztési posztulatum
szerint nincs alternativ parhuzamos egyenes. A megforditds (£) = (B) hasonléan nyilvanvald. Végiil
pedig tegytiik fel, hogy (EPP) igaz és tekintsiik az V. posztuldtumban szereplé konfiguraciét (17. dbra).
Mivel a parhuzamossag elegendo feltételei sziikségesek is, ezért az [ 4 és [gp egyenesek metszok, hiszen
m(CABZ) + m(DBAZ) < 7 azt jelenti, hogy nem teljesiilnek az elegend feltételek. Négy egymadst

kizdr6 eset lehetséges: AC N BD # (), AC N BF # 0, AE N BF # (), AE N BD # (). Tekintettel
arra, hogy az lap, illetve a B-re illeszkedd, [ 4o-vel parhuzamos egyenes szeparalja a metszet tagjait
az utolsé harom eset mindegyikében, ezért éppen a bizonyitandé metszés kovetkezik. [
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17. abra.

4. Appendix

4.1. Semmibdl egy 1ij, mas vilagot: a geometria axiéomai (Kutatdk éjsza-
kija 2017, Debreceni Egyetem)

Babits Mihaly: Bolyai

Isten elménket bezarta a térbe.
Szegény elménk e térben rab maradt:
a kapzsi villamolyv, a gondolat,
gyémantkorlatjat még csak el sem érte.

En, boldogolvan, azt a madarat,
ki kalitjabdl legalabb kilatott,

a semmibdl alkottam 1j vilagot,
mint pokhalobdl sz6 kotélt a rab.

Uj torvényekkel, til a sziik egen,
1j végtelent nyitottam én eszemnek:
kirdly gyanant, til minden képzeten

kirabolvan kincsét a képtelennek
nevetlek, mint Istennel osztozo,
vén Euklides, rab torvényhozo.

Bolyai Janosrdl szamtalan alkotés sziiletett a magyar irodalomban. Az els6 miivek egyike, Babits
Mihaly, Bolyai cimii szonettje (1911), hiien tiikkrozi azt a hatast, amit Bolyai Jéanos élete és munkassaga
az utékorra gyakorolt, nem csupan a matematika, de altaldban a gondolkodas és a miivészetek szem-
pontjabdl is. A Bolyai-kultusz égisze alatt természetesen szamos példa akad Bolyai alakjanak roman-
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18. 4bra.

tikus irdnyban vald eltorzitdsara is. A kivételek kozé tartozik (tobbek kézott) Németh Laszlo: A két
Bolyai (1961) c. drédméja.

A két matematikust, az alexandriai Euklidészt (i.e. 300) és Bolyai Janost tobb mint kétezer év
valasztja el egymastdl az idében. Babits szonettjének koltoi tulzasai dacara, Fuklidész {6 miive, az
Elemek (Sztoikheia) kordnak, s6t szdzadok hosszu soranak mérvadé alkotasa. Gondolkoddsa dtjdrta a
filozdfiat és a matematika természetét egészen a XIX. szdzadig meghatdrozta (L. Mlodinov, Euklidész
ablaka, Akkord Kiadd, 2003). Tizenharom konyve Osszefoglalja kordnak matematikai, tehdt nem csak
geometriai ismereteit. Legfontosabb tényezdje az in. axiomatikus mddszer, melynek kiindulépontja
az alapfogalmak kozotti alapkapcsolatokra vonatkozo alapigazsagokat rogzitése.

Alapfogalmak pl. a pont, az egyenes és a sik (ezeket nem definidljuk), alapkapcsolat pl. az il-
leszkedés, az alapigazsiagok pedig az un. illeszkedési axiémak (ezeket nem bizonyitjuk). A rendszer
bévitése olyan kovetkeztetések segitségével lehetséges, mely az axiémék logikai kovetkezménye. A
kovetkeztetés folyamatat bizonyitasnak nevezziik. Ezeket a kovetkeztetéseket a tovabbiakban fel-
hasznalhatjuk 1jabb kovetkeztetések levonasahoz. Nyilvanvald, hogy minél elérébb jutunk a kovet-
keztetési lanchan, az axiomakkal val6é kapcsolat annal tobbet veszit direkt jellegébdl, végiil szinte el
is tlinik; az axiémakat maga ala temeti az ismeretek sokasaga.

Euklidész munkéassdganak jelentoségét akkor mérhetjiik fel igazan, ha vilagossa tessziik, hogy ez az
elso szisztematikus kisérlet a geometria axiomatizaldsara, azaz szamara éppen az ismeretek sokasdga
volt adott és ezek kozott kellett megtalalnia azokat a tobbé-kevésbé egyszerii és hatékony alapelveket,
amiket ma axiémaknak neveziink. T6bb, mint kétezer év tavlatdabdl nézve természetes, hogy az
Elemek nem allja ki a szigoru kritikat, de mddszere, az in. axiomatikus moédszer a mai napig szilard
pillére a tudomanynak:

e 1882: A természetes szdmok axiéméi (Peano)
e 1908: A halmazelmélet axiémarendszere (Zermelo, Fraenkel)
e 1933: A valdszintliségszamitas axiomatikus megalapozédsa (Kolmogorov)

Euklidész posztuldtumai (axiéméi):
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[. Minden pontbdl minden tovabbi ponthoz htizhaté egyenes
II. Minden egyenes korlatlanul hosszabbithaté
ITI. Barmely pontbdl barmely sugéarral vonhaté kor

IV. A derékszogek egymassal egyenloek

V. (més szdmozés szerint X1.) axiéma: Ha a stk AC' és BD félegyenesei az 45 egyenes ugyanazon
oldalara esnek és az egyenessel bezart belsé szogeik 0sszege kisebb, mint két derékszog, akkor a
félegyenesek metszik egymast az [4p egyenes ugyanazon oldalan

A nem euklideszi geometridk az V. posztulatum vizsgalatabol nottek ki, mely a matematika
torténetének legtobbet tanulményozott axiéméja. A kutatdsok arra iranyultak, hogy az V. posz-
tulatumot bebizonyitsak az euklideszi geometria tobbi axiémajara tamaszkodva. Ennek sordn szamos
egyenértékii atfogalmazas sziiletett:

e Adott egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at egy és csak egy parhuzamos vonhaté (Ptole-
maiosz, Proklosz, Playfair)

e Egy sik barmely hdrom nem egy egyenesre esé pontjara illeszkedik egy és csak egy kor (Bolyai
Farkas, Legendre)

e Valamely (s igy barmely) haromszog bels6 szogeinek Osszege egyenld két derékszog Osszegével
(Sacchieri, Lambert és Legendre)

Az V. posztulatumot mar a kortarsak is kritizaltak bonyolultsdga miatt és f6képpen azért, mert
egyaltalan nem magatol értetodo, vagy intuitive nyilvanvalo allitas a tér szerkezetérol. Mengunk taldn
az egyenesek utdn a csillagokba? (Németh Laszl6: A két Bolyai). Az axiéma természetesen nem
igényel bizonyitast, de a gorog filozofia igényelte a biztos ismeretet, mint rendez6 elvet az empirikus
tapasztalatok kaotikus vilagaban. Platon ideatana szerint csak az empirikus tapasztalattol fiigget-
lentil létezd idedkrdl lehetnek biztos ismereteink. Mivel a matematikai vizsgalatok targyai idedk,
a matematikai megismerés folyamata biztos ismeretet eredményez (goroég matematika). Ez azon-
ban nem valtoztat azon, hogy a fizikai vilag az idedk érzékszerveinkkel felfoghatd, bar elmosddott
leképezddése (egyiptomi matematika). Az empirikus tapasztalat tehat — igy, vagy tgy - visszautal a
nem megtapasztalhatora. Kantnal példaul igy, hogy az empirikus tapasztalat eléfeltételeként hataroz
meg két, Gn. a priori szemléleti format: a teret és az idot — ,Isten elménket bezarta a térbe”
(Babits Mihaly: Bolyai). A tapasztalhatéval szembeni intolerancia azt jelenti, hogy a matemati-
ka kivélik a természettudoméanyok koziil — tobbek kozott Bolyai Janos munkéssdganak koszonhetden:
A XIX. szdzad matematikdjinak 1j célkitizése nemcsak felszabaditotta, el is szigetelte a matema-
tikat. A XIX. szdzadban sziletett meg a ,tiszta” matematika. Addig senkinek eszébe sem jutott, hogy
masféle matematika is lehet, mint ...amit a természet megfigyelése és a gondolkozds alapjan megis-
merhetink. Kozhely volt mar a XVII. szdzadban, hogy a természetnek ,matematikai elver” vannak, a
természettudomdny matematikai elveken épil fel. A feladat nem a matematika természettudomdnyban
valo alkalmazdsa volt, hanem a természet matematikai elveinek a megismerése — irja A | két kultura”
és a harmadik c. tanulményaban Vekerdi Léaszlé.

Egyiptom piramisai, a gorog tudomany eredményei kézenfekvo példak a kor technikai korlatainak
ledontésére. A gondolkodas korlatainak ledontéséhez azonban forradalmakra van sziikség. A gorog
Euklidész forradalma, Descartes koordinata-geometriai forradalméval kiegésziilve, egészen a XIX.
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19. abra.

szazadig meghatarozo. A paralellak problémaja altal okozott krizisnek azonban csak egy tijabb forra-
dalom vethetett véget, Bolyai Janos és Nyikolaj Lobacsevszkij forradalma, a hiperbolikus geometria
megsziiletése: a semmibdl egy ujj, mas vilag. A két Bolyai - Farkas, az apa, s Janos, a fii - nem-
csak a nemzet értékeit szamon tarto magyart s a tudomdny kifejlodését nyomon kiséré matematikust
érdekelheti, hanem minden mdvelt embert, akit oroklés és tehetséq titka, a tudomanyos eszmék ki-
bontakozdsa, a nevelés s dltaldban az emberi sors dramdi érdekelni tudnak. (Németh Lészld: A két
Bolyai, Ponticulus Hungaricus, V. évfolyam 7-8. szédm, 2001. jilius—augusztus).

Bolyai Farkas 1775-ben sziiletett Erdély egyik kis kozségében, amely csaladja nevét viselte. Sziilei
Erdély didkvarosaban, Nagyenyeden neveltették. Nagyenyed utan Kolozsvar és a német egyetemek
kovetkeztek: Jéna és Gottingen, ahol Bolyai Farkas érdeklodése végleg a matematika felé fordult s
a két évvel fiatalabb Gauss baratja és szellemi tarsa lett. Bolyai Farkas 1799-ben tér haza. 1804-
tol a marosvasarhelyi reformatus kollégiumnak lesz kozel félszazadon &t matematika, fizika és kémia
professzora. 1802 december 15-én sziiletik meg fia, Bolyai Janos Kolozsvaron. Apja koran felismeri
fia matematikai tehetségét. A gimndziumi osztalyok elvégzése utan ifjikori baratjahoz, Gausshoz
akarja kiildeni; Gauss azonban, akivel méar j6 néhany éve megszakadt a levelezés, két egymaés utani
levelére sem vélaszol. Bolyai Janos a bécsi hadmérnoki Akadémian folytatja tanulmanyait. Itt mélyed
bele a parallelak probléma&jaba is, mely egészen a nem-euklideszi geometria megteremtéséhez vezet.
A felfedezésrdl, mint temesvari alhadnagy, 1823 6szén értesiti az apjat: A feltételem mdar dll, hogy
mahelyt rendbe szedem, elkészitem, s mod lesz, a paralleldkrol eqy munkdt adok ki; ebbe a pillanatba
nincs kitaldlva, de az az ut, melyen mentem, csaknem bizonyoson igérte a cél elérésit, ha az eqyébirant
lehetséges; nincs meg, de olyan fenséges dolgokat hoztam ki, hogy magam is elbdmultam, s 6rokés kdr
volna elveszni hagyni; ha megldtja Edes Apam, megesmeri; most tobbet nem szollhatok, csak annyit:
hogy semmibol eqy wjj mds vilagot teremtettem; mindaz, valamit eddig kuldottem, csak kdrtyahdz a
toronyhoz képest. (Bolyai Janos levele Bolyai Farkashoz, 1823. november 3.)

Janos alig tiz esztendot tolt a hadseregnél. 1832-ben, mint nyugalmazott mérnokkari kapitany tér
vissza Marosvasarhelyre. A nyugtalanabb évek, a magyar reformkor megpezsdiilé levegoje, melybol
Erdélybe is eljut valami, Bolyai Farkas munkassagara is hatassal vannak; tobb tankonyvet ir, koztiik
a matematika alapjairol szolé f6 miivét, a Tentament: Tentamen iuventutem studiosam in elementa
matheseos purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic propria introducen-
di, cum appendice triplici. I-1I. k. (Kisérlet, a tanuléifjisdgot a tiszta matematika elemeibe és a
magasabb fejezeteibe szemléletes és éppen ezért kozértheté médon bevezetni. Harom fiiggelékkel),
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Marosvasarhely, 1832, 1833. Ennek a fliggelékeként jelenik meg a fia tanulmanya, az Appendix:
Appendix. Scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsitate Axiomatis XI. Eucli-
dei, a priori haud unquam decidenda, independentem: adiecta ad casum falsitatis quadratura circuli
geometrica (Fliggelék. A tér abszolut igaz tudoménya: a XI. euklideszi axiéma a priori soha el nem
dontheto helyes, vagy téves voltatol fiiggetlen targyalasban: annak téves volta esetére, a kor geometriai
négyszogesitésével). A kiilonnyomatot Farkas megkiildi Gaussnak. Vélasza tudomanytorténeti emlék:
Most valamit Fiad munkdjarol. Ha avval kezdem, hogy nem szabad dicsérnem: bizonydra megutodsz
eqy pillanatra. De mast nem tehetek: ha dicsérném, akkor magamat dicsérném, mivel a mi egész
tartalma, az ut, melyet Fiad kovet és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig megegyeznek
részben mdr 30-35 év dta folytatott elmélkedéseimmel. Bar sokan és sokféle modon interpretaljak a
Bolyaiak és Gauss viszonyat, vitatjak, vagy épp védelmezik a prioritasokat a nem-euklideszi geomet-
ria felfedezdjének ciméért vivott harcban (ld. még Nyikolaj Lobacsevszkij munkéssdga), maguk a
Bolyaiak nemesemberhez méltén mondtak ki a végso szot e viszonyt illetéen Gauss 1855. februar 23
—an bekovetkezett halalakor:

Bolyai Farkas bucsuverse:

L,oumma et ima simul penetras vix extitit alter
Ultraque digna etiam promovit acumine eodem
Mens ingens, fulgore carens, sed lumina pollens
Quod mors frangendo fracta ipsa extinquera nequit
Atque Deo, ul Newton gandents pectore puri
Aetherer coelor pervandent ulteriores.”

,Mindenek velejébe hatolt, mint senki se jobban:
Folderitette a legmélyebbet s legmagasabbat.
Ritka nagy ész, nem csillamlo, de vilagot 6zonlo:
Bar elhunyt, a halal nem birja eloltani fényét,

S Isten szine elott, mint Newton, gy 6 is a tiszta
Lelkek kozt orvend, ott jar a boldog egekben.”

(Ponori Thewrewk Emil forditasa)

Bolyai Janos levele Apjahoz, Marosvasarhely, 1856. julius 12: A Gauss fatuma melyet magat jol-
birdsa mellett még tdvol lévének reménylettem, akkora fajdalmas hatdssal van ram, lelkem gy siratja
és oly mélyen gydszolja. .. mintha eqy mdadsodik Atydmat vesztettem volna el!

A szabadsagharc bukasa utan a két Bolyai életében sem kovetkezik be pozitiv fordulat. Farkas
csaknem egymaga viszi a kollégium tigyeit, majd nyugdijba vonul, s nyolcvankét éves koraban hal
meg. Jénos négy évvel éli til az édesapjat: ,igy mér nints mit tagadni a kapitdny Ur nints t6bbé”
irja levelében Sz6ts Julianna, Janos szolgaldja, 1860 januar 27-én. Bolyai Janos életében egyetlen,
nyomtatdasban megjelent miive, az Appendix terjedelme (a szovegrészekre szoritkozva) huszonnégy
oldal: a gondolkodas torténetének legkiemelked6bb huszonnégy oldala - irja G. B. Halsted, els6 angol
forditéja. Erdemei:

e Megold egy kétezer éves geometriai problémat. Megmutatja, hogy - mai széhasznalattal élve -
az V. posztulatum fiiggetlen a tobbitdl, azaz segitségiikkel se nem igazolhatd, se nem céfolhato.
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e Megalkotja az abszolut geometriat, az euklideszi geometria V. posztulatumtdl fiiggetleniil igaz
allitasainak Osszességét.

e Megalkotja a hiperbolikus geometriat, mely az V. posztulatum logikai tagadasat tekinti érvényes
axiéménak (Lobacsevszkij).

e Megmutatja, hogy a geometria nem természettudomdany, hanem o6nall6 logikai konstrukcié, a
valésagtol fliggetleniteni lehet. Ilyen értelemben a semmibdl egy 1j, mas vildg semmije a
tapasztalat-mentességre vonatkozik.

Az axiomatikus (Euklidész), analitikus (Descartes), illetve nemeuklideszi (Bolyai és Lobacsevszkij)
geometriak utan a XIX. szazad masodik fele mar a legintenzivebb fejlodési szakasz: a matematikai
diszciplinak szintézise és a parhuzamossagi axiémak mentén tagozodd geometria ujrafelfedezése. Az
utolso 1épések:

e Georg Friedrich Bernhard Riemann: Hipotéziseket, amelyek a geometria alapjaul szolgalnak
(habilitaciés ea., 1854, Gottingen)

e Az els6 modell és a hiperbolikus geometria relativ ellentmondasmentessége: Eugenio Beltrami,
1868

e A geometria axiomatikus megalapozasanak lezarasa: D. Hilbert, Die Grundlagen der Geometrie,
1899

A Kant-féle a priori szemléleti formdk koziil a tér fogalmanak relativizalasa (euklideszi és nem
euklideszi terek) el6revetiti az id6 fogalmanak djraértelmezését a modern fizikdban.

e 1905: Specidlis relativitdselmélet (Einstein)

A 2002. esztend6 a Bolyai-kutatas egyik mérfoldkove. Bolyai Janos sziiletésének bicentendriu-
ma alkalmabdl, s azt kovetden szamos publikacié latott napvildgot, ami a jubileumnak koészonhetéen
atfogo és hiteles képet nytjt a Bolyaiakrol. Reprezentativ példa az tin. Bolyai emlékkonyv, melynek
fiilszovegébol idéziink: Bolyai Jdnos sziletésének kétszazadik évfordulojat 2002-ben mdr ugy tuinne-
pelhettik, hogy irdsainak tartalma csaknem teljes egészében ismertté vdlt, i) szinekkel gazdagodott az
életérdl és munkdssdagarol kialakult kép... A konyv szerzéi akadémikusok, egyetemi tandrok, ismert és
neves Bolyai-kutatok: Benké Samu, Weszely Tibor, Olah-Gal Rébert, Acs Tibor, Prékopa Andrés,
Szénassy Barna, Charles Gunn, Moussong Gabor, Boroczky Karoly, Abraham A. Ungar, Molnar
Emil, Kiss Elemér, Gabos Zoltan, Toré Tibor, Szenthe Janos, Szabd Gyula, Deé Nagy Aniké, Vekerdi
Léaszlé.

Forrasmunkék:

e Boroczky Karoly, A hiperbolikus geometria (és kapcsolata a diszkrét geometridval), Bolyai
Emlékkonyv, Vince Kiadd, 2004.

e Bolyai Janos élete és miive, Allami Tudomanyos Konyvkiadd, Bukarest, 1953. 418. old.

e David Lajos, Bolyai-geometria az Appendix alapjan, Kolozsvar, 1944.
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20. abra.

e Németh Laszld, Sajkddi esték, Magveto Konyvkiado—Szépirodalmi Konyvkiadd, Budapest, 1974,
147-164 old.

e Olah-Gal Rébert: 240 éve sziiletett Gauss, e-nepujsag.ro, 2017, méjus 4.

e Prékopa Andras, Bolyai Janos felfedezésének el6zményei és utéhatasa, Bolyai Emlékkonyv, Vin-
ce Kiado, 2004.

e Abraham A. Ungar, A hiperbolikus geometria alkalmazéasa a relativisztikus fizikaban, Bolyai
Emlékkonyv, Vince Kiado, 2004.

Euklidész és Bolyai egy idében gigantikus (t6bb mint kétezer éves) hid pilléreinek szimbolikus alak-
jai. A pillérek egyike az euklideszi, a masik pedig a nem-euklideszi (hiperbolikus) geometria. Nincs
atmenet az euklideszi geometriatél a nem-euklideszi geometridig. Aki a rossz partot valasztotta ki-
indulépontnak, annak egyetlen 1épést sem sikeriilt megtennie: 1d. az V. posztulatum bizonyitasi
kisérleteinek torténetét. Visszafelé azonban ,csupan” egy hataratmenetre van sziikség. Az elsé ma-
tematikus aki ezen a hidon képes volt atkelni, Bolyai Janos volt. Bolyai viszont a méasik partrol
indult el - az euklideszi geometriat a hiperbolikus geometria hatargeometridjaként fogta fel. Ez tobb
és joval altalanosabb, mint egy, az euklideszivel szemben kifejtett nem-euklideszi rendszer. Ebben a
tekintetben pedig valamennyi kortérsat és eléfutarat (beleértve Lobacsevszkijt is) feliilmulta.

4.2. A hiperbolikus sik fels6 félsikmodellje

A modell pontjai a koordinatasik y > 0 felso félsikjanak pontjai, egyenesei a vizszintes tengelyre
meroéleges euklideszi félegyenesek és olyan félkorok, melyek kozéppontja a vizszintes tengelyen van. Az
euklideszi félegyenesek hiperbolikus koordinatazéasa f(A) := klog|PA|, ahol k > 0 a hiperbolikus sik
paramétere és |PA| a félegyenes A pontjanak a P kezdSponttdl mért euklideszi tavolsaga (a kezdépont
nem eleme a modellnek, 20. dbra). Kovetkezésképpen

|PA

A, B) = .

log

25



21. abra.

Az euklideszi félkorok hiperbolikus koordinatazasa

| X P [ XP|: X0
f(X):=klog— = d(X,Y)=kl|log—F—7——-|.
=) A R
A QPAA és a QX P/ haromszogek hasonldsdga alapjan kénnyen lathatd, hogy
| XP|:|XQ) ‘ [PA[: [PQ
d(X,)Y)=kllog—————— | =kl|log—————| =d(A,B),
=R v R

azaz a félkor pontjainak vetitése a félérintore tavolsagtartd transzformacié a hiperbolikus sikon.

7. Feladat. Igazolja, hogy az A és B pontok hiperbolikus tavolsaga a 0 - hoz tart, mikdzben a szakasz
a félegyenes mentén tart a végtelenbe (az euklideszi tavolsdg nem valtozik).

Utmutatés: Euklideszi tavolsagokkal kifejezve

|PA| B |PA|
|PB|  |PA| + |AB|

a szoban forgd hataratmenet mellett.

Szogmérés: euklideszi (érinték szoge). Alkalmazasképpen hatdrozzuk meg a 21. dbran lathaté
CABZ és DBAZ hiperbolikus szogek mértékét. Nyilvanvald, hogy m(CABZ) = 7/2, hiszen az lac
hiperbolikus egyeneshez, mint az euklideszi stk koréhez, az A pontban vont érinté merdleges az lsp
hiperbolikus egyenesre (euklideszi félegyenes). Ezzel szemben nyilvanvald, hogy

nuDBA4)<g,
ami azt is jelenti, hogy bar az V. posztuldatum feltétele teljestil, azaz

7MOABQ+4MDBA4%:g+4MDBA4%<m

az AC' és BD félegyenesek mégsem metszik egymast. A DBAZ szog mértékének pontos meg-
hatarozasahoz vegyiik észre, hogy egyrészt megegyezik a BRQ/Z szog mértékével (merdleges szdri
szOgek), masrészt

m(DBAZ) m(BRQX)

5 = : =m(BRE/) =m(ERQZ) = m(PBQX),
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hiszen a BRQA haromszog egyenlo szari, FRQZ és PBQ/ pedig merdleges szart szogek. Bevezetve
az « = m(DBAL) jelolést

P PA
tan(a/2) = lp—g = ﬁ = klogtan(a/2) = —d(A, B),

kovetkezésképpen
d(A,B)

tan(a/2) = e *

A 7. Feladatban vizsgalt hataratmenetet véve (melynek sordn a hiperbolikus tévolsig 0 - hoz tart):

d(A,B)

lim e+ =1,
A_B—>oo
ahonnan DBA/
lim % = % = lim m(DBAZ) = g
A_B%oo A_B%oo

kovetkezik. Az euklideszi geometria ebben az értelemben a hiperbolikus geometria hatdrgeometriaja.
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