Herendiné Koénya Eszter:

Erdekes feliiletek topolagiaja

1. Bevezetés

A topoldgia a geometria egyik agaként jelent meg a matematikatorténetben,
fejlédése folytan azonban a matematika 6nallo, alapvett diszciplini kozé ke-
riilt.

Ebben az cléadisban megmaradunk a geometria keretei kizbtt, és a haromdi-
menzios tér felilleteinek egyes topologiai kérdéseit vizsgaljuk.

A feliiletek egymasba alakithatosaganak problémajaval fogunk foglalkozni,
olyan atalakitisokat végziink, melyek soran a feliiletek épsége megmarad, azaz
sem szakitas, sem Gsszeragasztas nem torténik.

Az atalakithatosag matematikai megfogalmazasahoz szilkségiink van néhany
definiciora:

Geometriai transzformaécié: Ponthalmazhoz, ponthalmazt rendel6 fiiggvény.

Kiilénbdzd geometriai transzforméacidkat (egybevagosag, hasonlosag, affini-
tas, stb.) ismeriink. Ezek a hozzarendelési szabalyban, és ebbdl kovetkezden a
transzformacios tulajdonsagokban térnek el egymastol.

Kérnyezet: Barmely A térbeli alakzat x, pontbeli dkomyezetét az A halmaz
azon pontjai alkotjak, melyeknek x -t6l valo tavolsaga kisebb, mint § ahol &> 0.

Folytonos fiiggvény (leképezés): Az f> A— B fiiggvény folytonos az y pont-
ban, ha barmilyen kis V' kornyezetét is vessziik az f{x ) pontnak a B halmazban,
létezik az x -nak olyan U kdrnyezete 4-ban, hogy minden U-beli pontnak a képe
V-beli pont lesz. Ha az f fliggvény minden x € A4 pontban folytonos, akkor foly-
tonos fiiggvénynek nevezziik. Ha az f fiiggvény inverze (amennyiben létezik)
szintén folytonos, akkor f~et mindkét iranyban folytonos fiiggvénynek nevez-

Kdlesonisen egyértelmii fiiggvény (leképezés): Minden képelemnek pon-
tosan egy Osképe van.

Topolégiai transzformacié vagy homeomorf leképezés: Kolesondsen egy-
értelmil és mindkeét iranyban folytonos leképezés.

Nézziik meg, hogy a topoldgiai transzformacid fenti meghatarozdsa miként
biztositja az alakzat , épségének” megmaradasat.

A leképezés (figgvény) fogalma azt jelenti, hogy egy adott ponthoz nem ren-
delhetiink tébb kiilénbdz6 pontot, vagyis az alakzat | szétvagasat™ nem enged-
jilk meg. A kélesondsen egyértelmiiség biztositja, hogy kiilonbodz6 pontokhoz
kiilonbdz6 pontokat rendeliink, tehat nem fordulhat el6 két pont ,,0sszeragada-
sa”, A folytonossag definicidja pedig azt jelenti, hogy azok a pontok, amelyek
az A alakzatban , kodzel” vannak egymashoz, a B alakzatban is , kozel™ lesznek,
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nem keletkeznek a leképezés soran ,,szakadasok™.

A topologianak a topologiai transzforméciokkal foglalkozo agat a fentiek miatt
szokas gumigeometrianak is nevezni, hiszen ha az alakzatokat valamely rugal-
mas anyagbol készitjiik el, akkor, a homeomorfizmusok szemléltethetok ezen
szakadasahoz, ill. dnmagaval valo 6sszeragadaséhoz.

Ilyen transzformacidkat hajtanak végre a kisgyerekek is, amikor gyurmaz-
nak, papirt hajtogatnak, drétot hajlitanak, lufit fajnak, stb..

Nézziink meg néhany példat a korrel, korgytiriivel, gémbbel, térusszal
homeomorf alakzatokra: (/.-2.-3.-4. abra)

II. Hogyan dénthetd el, hogy két alakzat homeomorf-e, vagy

sem?

Az egyik médszer az, hogy keresiink egy konkrét homeomorfizmust, amely
egyiket a masikba atviszi. PL.: Egy kor, és egy haromszog kozott a centralis
vetités ilyen kapcsolatot létesit.

Ha nem talalunk ilyen leképezést, még nem jelenti azt, hogy nem is létezik.

KOR KORGYURU

I o

1. dbra 2. abra
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GOMBFELULET TORUSZ

3. abra 4. abra
Erdemes megvizsgalni az alakzatoknak azon tulajdonsagait, amelyek nem
véltoznak meg akkor, ha rajtuk topologiai transzforméciot hajtunk végre. Eze-
ket a tulajdonsagokat topoldogiai invaridnsoknak nevezziik.

A kovetkezokben harom alapvetd topolégiai invarianst vizsgalunk meg.

Euler-karakterisztika:

Induljunk ki Euler tételébol, amely azt mondja ki, hogy barmely poliéder
csucsainak c, lapjainak [, éleinek e szama kozott fenndll a c+/-e=2 dsszefiiggés.
Minthogy a poliéderek a gdmbfeliilette] homeomorf alakzatok, belathato, hogy
ez az egyenldség igaz minden, a gombfeliilettel homeomorf alakzatra, mely a
kérlappal homeomorf lapokbol all. Hiszen ha a poliédereket gombbé transzfor-
méljuk, minden esetben olyan grafot kapunk a gémbfelileten, mely a feliiletet
korlappal homeomorf darabokra vagja szét. Tehat a ¢ +l-e=2 szam valdjaban
nem egy-egy poliédert, hanem a vele homeomorf dsszes feliiletet jellemzi.

Hasonloan belathat6, hogy mds, a gbmbbel nem homeomorf feliilet esetén ez
a szam 2-t6] kiilonboz6 lehet. Vagyis a ¢+I-e szam, amit a feliiletek Euler-karak-
terisztikdjdnak neveziink, a feliilet topologiai invariansa. Meghatarozésa ugy
térténhet, hogy a feliiletet a legegyszeriibb modon csiicsok és élek kijeldlésével
a koérlappal homeomorf részekre bontjuk, és 6sszeszdmoljuk az igy keletkezo
csucsokat, éleket, lapokat.
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N¢éhany egyszerii alakzat Euler-karakterisztikéja:

GOmb 2
Kérlap 1
Korgytirii 0
Torusz 0

Bér a torusz és a korgytiri Euler-karakterisztikaja egyarént 0, szemléletesen
is lathato, hogy a két alakzat nem homeomorf egymassal. Tehat az Euler-karak-
terisztikdk egyezése csak sziikséges, de nem elégséges feltétele a homeomor-
fizmusnak.

Hatargorbék szama:

Az alakzatok pontjai kozott talalunk olyanokat, amelyeknek van a kérlappal
homeomorf kornyezetiik, ezeket az alakzat bels6 pontjainak nevezziik. Vannak
olyan pontok is, melyek kornyezete a félkorlappal homeomorf (nincs kérlappal
homeomorf kornyezetiik), az ilyen pontokat hatarpontoknak nevezziik.

Zart feliiletek: Minden pontjuk belsé pont. (Szokas roviden feliileteknek

nevezni.)

Nyilt feliiletek: Vannak hatarpontjaik. Ezek a feliiletek hatargorbéit alkot-
jak.

Zart feliiletek hatargdrbéinek szama 0.

Alakzat: Hatargorbék szama:

kor 1

hengerfeliilet 2

torusz 0

gémb 0

Belathato, hogy egy feliilet hatargdrbéinek szama szintén topoldgiai invari-
ans, azaz a hatargorbék szaméanak egyezése sziikséges feltétele a homeo-
morfianak.

Egy-és kétoldalisag:

Egyoldalinak neveziink egy feliiletet, ha létezik a feliileten olyan zéart atvo-
nal, melyet bejarva, a felillet normalisa ellentett helyzetbe keriil. (A definicio
pontosithaté, ill. a feliilet térbeli helyzetétd) fiiggetlenné tehetd, ha a normal-
vektor irdnyitdsa helyett az itvonal egyes pontjaiba rajzolt kis kérok iranyitasat
figyeljiik.)

Az 5. 4bra un. nevezett Mobius-szalagot dbrazol.

Mébius-szalagot kapunk, ha egy téglalap alaku szalagot megcsavarunk, és
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végeit egymishoz ragasztjuk. Ez a feliilet egyrészt nyilt, egyetlen hatirgsrbéje
homeomorf a korrel, masrészt egyoldali. Az egyoldalusagrél szemléletesen meg-
gy6zddhetiink, ha egy pontbél kiindulva ecsettel befestjiik. Miutan visszajutot-
tunk a kiindulasi helyre, azt tapasztaljuk, hogy a feliilet egésze szines.

Ha nem Iétezik a fent leirt utvonal, kétoldali feliiletrdl beszéliink.

Kétoldala zart feliilet példaul a gomb, vagy a torusz, kétoldalt nyilt feliilet
peldaul a négyzet, vagy a hengerfeliilet.

Egyoldalu nyilt feliilet tehat pl. a Mébius-szalag.

Egyoldalu zéart feliletre nevezetes példa a Klein-féle kancsé. (6. abra)

KLEIN-FELE KANCSO

5. abra 6. abra

Belithato, hogy a fenti 3 topoldgiai invarians egyiittes egyezése sziikséges és
elégséges feltétele annak, hogy két alakzat homeomorf legyen.

Megjegyzes: Természetesen léteznek tovabbi invaridnsok is, ezekkel azonban
nem foglalkozunk.

III. A feliiletek topolégiai osztalyozasa

Az osztalyozas azt jelenti, hogy felsoroljuk az osszes, topologiai szempont-
bol kiilénbozé feliiletet. A felsorolt feliiletek egymassal paronként nem lehet-
nek homeomorfak, valamint barmely feliilet legyen homeomorf a felsoroltak
koziil eggyel.

Tekintsiik el6szor a nyilt feliileteket. (7.-8. dbra)
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KETOLDALU, NYILT FELULET EGYOLDALU, NYILT FELULET
Gombfeliilet 1 lyukkal

Hengerpalastbél csavarassal

1[0
)

Gombfeliilet 2 lyukkal

|
Gombfeliilet 3 lyukkal Gombfeliilet 4 lyukkal & |
o < i 52

. . 2 lyuki hengerpaldstbol csavardssal

Gombfeliilet 2 lyukkal és fogantytval

7. abra 8. abra

A kétoldala nyilt feliileteket eloallithatjuk ugy, hogy a gémbfelilletb6l kor-
lappal homeomorf lyukakat vagunk ki.

Az egyoldal nyilt feliiletek a hen-
gerpaléastbol csavarassal szarmaztatha-
Gombfelilet ToRbylE: e tok aszerint, hogy azon a palast szétva-

<3 gasa eldtt hany lyuk volt.

A zart feliiletek osztalyozasanak
kérdését a milt szazad masodik felében
Jordan és Mobius oldotték meg.

A kétoldalt zart feliiletek mind-
egyike eldallithatd a gombfeliiletbdl
ugy, hogy azon 1,2,... korrel homeo-
morf lyukat Gn. fogantyukkal ragasz-
tunk be. (9. abra) A ,foganty(” a
toruszbol egy lyuk kivagasaval szér-
maztathato.

9. dbra A 7. abra aljan lathaté gombfeliilet
2 lyukkal és 3 fogantytval nyilt feliilet,

KETOLDALU ZART FELULETEK
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a nyilt feliiletek tovabbi osztilyaira utal, melyeket a gémbfeliiletbdl lyukakkal
és fogantyukkal szarmaztathatunk.

Az Osszes egyoldalu zart feliilet megkaphato, ha a gombfeliileten levé lyuka-
kat Mobius-szalaggal ragasztjuk be. Ez a beragasztas elvileg lehetséges, hiszen
a Mébius-szalag hatargdrbéje homeomorf a kérrel, gyakorlatban azonban ezt a
kort nem tudjuk sikban elhelyezni ugy, hogy a Mibius-szalag a kor sikjanak egy
oldalara essen. Ez az elhelyezés csak igy lehetséges, ha megengedjiik, hogy a
Mobius-szalag atmesse dnmagat.

Az Onatmetszés problémdja 3 dimenzidban hasonlé ahhoz, amivel 2 di-
menzidban talalkozunk, ha an. torznégyszoget rajzolunk:

Itt keletkezik az oldalaknak a csticsokon kiviili metszéspontja is. 2 dimenzio-
ban a négyszog csak ennek a ,,nem valodi” metszéspontnak a felvételével &bra-
zolhato. Elkertilheté a metszéspont, ha a négyszoget 3 dimenzidban képzeljitk
el.

Hasonld a probléma feloldasa feliiletek onatmetszésénél is. 4 dimenziéban
mar az Onatmetszés megsziinik.

Vegezetill érdekességként megemlitjiik, hogy a zart egyoldalu felitletek ko-
ziil a Klein-féle kancso homeomorf a gombfeliilet két Mobius-szalaggal torténd
beragasztasaval kaphato feliilettel.
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