Herendiné Kénya Eszter:

Kerékjarto Béla tétele a nyilt feliiletek osztalyozasarol

I. Elézmények

Eléadasomban a tétel kimondasan kiviil keletkezésének elozményeir6l, ko-
riilményeirdl, valamint alkalmazhat6ségarol szeretnék szolni.

A feliiletek topolégidja kiilonbozd, specialis kétdimenzios ponthalmazok olyan
transzformécioival foglalkozik, melyek soran a feliiletek mérete, alakja megval-
tozhat, de szakadasok, Gsszetapaddsok nem keletkezhetnek. A matematikaban
az ilyen transzformaciok kolcsénosen egyértelmii és kolesondsen folytonos
(homeomorf) fiiggvényekkel irhatok le. A legfontosabb kérdés a feliiletek azon
tulajdonsdgainak megkeresése, melyek a homeomorf transzformacié soran nem
valtoznak meg, azaz invariansak.

A feliiletek hdarom nagy csoportba sorolhatok:
1. Zart feliiletek

2. Peremes, vagy hatargorbékkel rendelkezo feliiletek
3. Nyilt felilletek

Zart feliilet példaul a gomb, a térusz, vagy egy poliéder. Peremes feliilet pél-
déul a korgytiri (két hatdrgorbéje van), vagy egy olyan gomb, amelybodl egy
kérlemez belsé pontjait kivettiik. Nyilt feliilet viszont egy olyan gomb, amely-
bél csak egyetlen pont hidnyzik. Hasonléan nyilt feliilet példaul egy végtelen
hosszi hengerfeliilet.

Szokas a zéart és a peremes feliileteket kompaktnak, mig a nyilt feliileteket
nemkompaktnak is nevezni.

Mi ez utdbbi feliiletekkel fogunk foglalkozni, de ehhez sziikséges a kompakt
feliiletekre vonatkozo6 alapvet6 eredmények ismertetése.

Maga a topolégia a XX. szazad forduldjara valt 6nall tudoméanyagga, a felii-
letek kérdése az els6 20-30 évben keriilt a kutatok érdeklédésének eléterébe.

A kompakt feliiletek topologidjanak fotételét 1921-ben bizonyitotta be egy
Brahana nevii matematikus. Eszerint:

Két kompakt feliilet homeomorf (topoldgiailag azonos), akkor és csak akkor,
ha megegyezik az alabbi harom tulajdonsagban:

— Hatargorbék szama
— Irdnyithat6sag
— Euler-karakterisztika
A tétel lehetOséget ad arra, hogy minden kompakt feliiletet eldallitsunk cgy
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gﬁfnbb('il, melyen bizonyos szamu ,,lyl’xk”, tovabba ,,fogantyaval” ill. ,Mbius-
szalaggal” beragasztott lyuk van. (1. Abra)

1. abra

Ehhez az alaptételhez és osztalyozashoz keresett hasonlét Kerékjarté Béla a
nyilt feliiletek esetében.

Kerékjarté Béla 1898-ban sziiletet Budapesten és 1946-ban halt meg Gyén-
gyoson. Egyetemi tanulményait Budapesten végezte 1916 és 1920 kozott. 1920-
ban, 22 évesen, doktoralt, 1922-ben magantanari kinevezést kapott a szegedi
egyetemen. 1922-23-ban a gottingeni egyetem vendégprofesszora volt. Az itt
tartott topoldgiai el6adasait felhasznalva irta meg ,,Vorlesungen iiber Topologie”
(Topologiai eldaddsok) cimil, egyetemi hallgatoknak szant tankonyvét. (2. Abra)
Ez volt a topologia torténetének elso tankdnyve. Ennek egyik fejezete tartal-
mazza a nyilt feliilletek topolégidjanak fotételét, mely késébb Kerékjarto-tétel
néven valt ismertté.
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IL. A Kerékjarté-tétel

A tétel megismeréséhez sziikségiink lesz néhany fogalomra.
Az alapgondolat az volt, hogy definialjunk nyilt feliiletek esetén idealis, Ggy-
nevezett hatarpontokat, melyeket hozzavéve a feliilethez azok zértté teheték.
Ehhez vegyiink fel a feliileten olyan G, G, .... tartomanyokat, melyekre
teljestil, hogy
— peremel a feliilet egyszer( zart gorbéi,
—minden k indexre G,,, C G, ,
— az igy kapott tartoméanysorozatnak nincs kdzés pontja. (3. Abra)

3. abra

fgy a fenti tartoméanysorozat definial egy, a val6sagban nem létez§ idealis
vagy hatarpontot. Példaul a végtelen hossza hengerfeliilet 1-1 ideélis ponttal
zartta teheto.
Egy hatarpont haromféle tipust lehet:
1. Elséfaja hatarpont:
Elegendden nagy k-raa G, tartomanyok sikszeriiek, azaz olyanok, hogy
azokat minden egyszeri zart gorbéjiik felbontja.
Példaul a gémb sikszeri, mert felvéve rajta egy tetszbleges egyszerti,
zart gorbét, 1étezik legalabb két, a gorbére nem illeszkedd olyan pontja,
hogy azokat barhogyan is kotjiik 6ssze a feliileten, a kapott it metszi a
felvett gorbét. A gombbel ellentétben a torusz nem sikszerii. (4. Abra)
Els6faji hatarpontja van példaul a végtelen hengernek, az egy ponton
kiszart gémbnek, az euklideszi siknak, stb.

A GOMB SIKSZERU ATORUSZ NEM SIKSZERT
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2. Mésodfaji hatarpont:
Elegendéen nagy k-ra a G, tartomanyok iranyithatok, de egy k-ra sem
stkszertiek. Példéul a , létra-felillet” 2, a végtelen sok ,,fogantytival” el-

latott gémb 1, a , rdcs-feliilet” szintén 1 masodfaju hatérponttal rendel-
kezik. (3. Abra)

3.Harmadfaji hatarpont:

A G, tartoméanyok egyetlen k-ra sem iranyithatok.

Kerékjarto tétele:

K¢t tetszoleges nyilt felilet homeomorf akkor és csak akkor, ha azonos szé-
mu elsé-, masod- és harmadfaji hatarpontja van, valamint ha ezek egymashoz
viszonyitott helyzete megegyezik.

Specialis esetek:

a) Ha nincsenek harmadfajii hatarpontok, akkor ezenkiviil egyezzen meg
a két feliilet iranyithatosaga.

b) Ha csak elsofajii hatarpontok vannak, akkor egyezzen meg a két
feliilet iranyithatosaga és Euler-karakterisztikaja is.

¢) Ha nincsenek hatarpontok, akkor visszakapjuk a kompakt feliiletekre
vonatkozo tételt.

A tételbd] belathato, hogy barmely feliilet eldallithaté a kovetkezd ot feliilet-

elem segitségével, ha azokat hatargorbéik mentén kiilonbozé modon dsszera-
gasztjuk. (6. Abra)
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& 1.Sikszeri feliilet egy hatargorbével
2. Sikszerii feliilet két hatargGrbével

3. Sikszer feliilet hArom hatargorbé-
vel

4. Irdnyithato felilet két hatargérbével

5. Nem irdnyithato feliilet egy
hatargorbével

ITI. A tétel alkalmazhatdésagardl

Végiil szeretnék néhany szo6t szolni a tétel ,utdéletérol™:

1931-ben maga Kerékjarto egy cikkében a hatarpontok uj targyalasi modjat
adta, s azzal jutott el a fenti eredményhez.

1932-ben Alekszandrov 4 topoldgia egyszerii alapfogalmai c. konyvében irta:

»A kétdimenzids sokasagok topoldgiai tipusainak feksoroldsa teljesen meg-
oldott, Id. Hilbert és Kerékjarto konyveit.”

Mivel a kétdimenzids esetben alkalmazott modszerek tobb dimenzidra nem
altalanosithatok, igy valoban, az 1930.as évek elejére a probléma megoldasa
lezarult, a késobbi években csak a pontositasok, tjrafogalmazasok miatt keriilt
egyes kutatok ¢rdeklodésének eldterébe. Példaul egy amerikai kutatd, Ian
Richards, 1960-ban irt Nemkompakt feliiletek osztalyozasa c. doktori disszerta-
ciojanak fo részét a Kerékjarto-tétel ujraértelmezése €s bizonyitasa képezi.

Magat a konyvet ma is szamon tartjak, tobb, napjainkban megjelend egyete-
mi tankonyv szerzdje ajanlja olvasoi figyelmébe.
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