Kerékjarté Béla tétele a nyilt feliiletek topolégidjarol
HERENDINE KONYA ESZTER

Kerékjarto Béla 1898-ban sziiletet Budapesten és 1946-ban halt meg Gyongyi-
son. Egyetemi tanulmanyait Budapesten végezte 1916 és 1920 kozott. 1920-ban,
22 évesen, doktordlt, 1922-ben magdntandri kinevezést kapott a szegedi egyete-
men. 1922-23-ban a gottingeni egyetem vendégprofesszora volt. Az itt tartott
topolégiai eldaddsait felhasznalva frta meg , Vorlesungen iiber Topologie” (Topold-
giai eléaddsok) cimi, egyetemi hallgatéknak szdnt tankonyvét. Ez volt a topolégia
torténetének elsé tankonyve. Ennek egyik fejezete tartalmazza a nyflt feliiletek
topolégidjanak fotételét, mely késobb Kerékjarté-tétel néven valt ismertte.

A topolégia a geometria egyik dgaként jelent meg a matematika torténetében,
fejlédése folytdn azonban a matematika 6nall6, alapvetd diszciplindi kozé keriilt.

A feliiletek topolégidja a felilletek folytonos leképezéssel torténd egymdsba
alakithatésdganak probléméjaval foglalkozik. Olyan deformdcidkat vizsgal, melyek
soran (feltéve, hogy rugalmas anyagbdl késziiltek) a feliiletek épsége megmarad,
azaz semn szakitds, sem Gsszeragasztis nem torténik.

A felitletek topoldgidjival kapcsolatos kérdések a XX, szazad els6 20-30 évében
alltak a kutatdk érdeklodésének eloterében.

Elészor az dn. poliéderfeliiletek invaridns tulajdonsigait keresték, majd ezek

1921-ben bizonyitotta be egy Brahana nevii matematikus[4]. A tétel a poliéder-
feliiletek topoldgiai egyenértékiiségének szitkséges és elégséges feltételét hatdrozza
meg.

Ehhez a tételhez és osztilyozashoz keresett hasonlét Kerékjarté Béla a nyilt
felilletek esetében. A tétel kimondasa elétt meg kell ismerkedniink azokkal a fogal-

makkal, eredményekkel, amelyek elvezettek a nyilt felilletek topolégidjanak kérdé-
seihez.
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1. Topoldgiai transzformaciéo. Topolégiai transzformacién vagy homeomorfiz-
muson kolesonosen egyértelmii és kolcsonosen folytonos leképezést értimk. Két
ponthalmaz topolégiai értelemben egyenértékii, ha pontjai kézott homeomorfizmus
létesithetd.

Példaul egy gémb homeomorf egy kockdval, egy giildval, mert folytonos defor-
mécidval dtvihetok egymésba. Hasonléan homeomorf a hdromszoglap a kérlappal,
vagy a félgombbel.

2. A feliilet fogalma. A feliilet definidlasdnak tébb mddja ismert. Mi most
kombinatorikus konstrukeidt, igynevezett trianguldciot fogunk alkalmazni, mely a
feliilletet egyszerii, haromszogeknek nevezett, elemekbél allitja elé.

A tér minden olyan ponthalmazat haromszognek nevezziik, amely egy sikbeli
héromszoggel topoldgiailag ekvivalens. A belsé pont, él, csicspont, fogalmét ha-
sonléan értelmezziik, mint a ,szokdsos” hdromszégnél.

Feliiletnek a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezé haromszogekbdl allé hal-
mazt tekintjiik:

1. Egy héromszog bels6 pontjai csak ehhez a hiromszoghoz tartoznak.

2. Egy héromszog barmely éle pontosan két haromszoghoz tartozik, melyeknek
ezen az élen kiviil mds kozos pontja nines.

3. Egy hiromszog barmely csicspontja a Hy, Hy, ..., H, hdromszogek egy véges,
ciklikusan rendezett halmazihoz tartozik, melyben barmely két egymést k-
vetd haromszognek ezt a csiicsot tartalmazé kézos éle van.

4. Barmely két haromszoghoz tartozik egy véges hiromszogsorozat, melynek elsé
és utolsd eleme ez a két hidromszog, és amelyben barmely két egymast kovets
hdaromszognek egy kozds éle van.

Ha a haromszogek szdma véges, a feliiletet zdrtnak, ha végtelen, akkor nydtnak
nevezziik.

A peremes feliileteket kiilon kell definidlnunk, mert ezek a fenti értelemben nem
feliiletek:

Véges sok haromszogbdl dllnak, és a feliilet fenti definiciéjanak 2. ill.3 pontjat
a kovetkezéképpen kell médositanunk:

2'. Egy héromszog barmely éle vagy egyetlen hdromszoghoz, vagy két olyan hé-
romszoghoz tartozik, melyeknek ezen az élen kiviil mds kozés pontja nincs.
Kell lennie legaldbb egy olyan élnek, mely csak egy haromszoghoz tartozik.

3'. Egy hiromszog barmely csiicspontja a Hy, Ha, ..., H, hiromszogek egy véges,
ciklikusan, vagy linedrisan rendezett halmazdhoz tartozik, melyben birmely
két egymast kovetd haromszognek ezt a cstcsot tartalmazé kozos éle van,

A zért és peremes feliileteket szokas polidderfeliileteknek is nevezni. (A peremes
felilletek szdrmaztathatdk a zart feliletekbdl oly médon is, hogy a zart feliiletbé)
elvessziik véges sok, pdronként diszjunkt kérlemez belsejét, fgy a visszamaradé
feliilet véges sok egyszer(i zért hatdrgorbével fog rendelkezni.)
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3. Specidlis feliiletek. Az alabbiakban bemutatunk néhény specidlis feliiletet,
melyekre a késtbbiekben hivatkozni fogunk.
Példak zart feliiletekre:

O OW

gomb térusz gomb két | fillel”

" 4

kocka siivegfeliilet Klein-kancsé

A gombfeliilet fiille]” valé ellatdsdn azt értjilk, hogy a felilleten két lyukat
vagunk, s ezek hatdrgorbéit egy hengerpaldst két hatdrgorbéjével osszeillesztjiik.

A siivegfeliiletet vagy projektiv sikot egy gomb-
bél szarmaztathatjuk oly mddon, hogy a gémbbdl
kivagunk egy kis ABC D négyszoget, majd az AD és
CB, valamint az AB és CD iveket osszeragasztjuk
ligy, hogy az A pont a C-vel, a B pont a D-vel es-
sen egybe. (A siivegfeliilet a haromdimenzios térben
nem abrazolhaté n. dthatds nélkiil.)

A Klein-kanesét gy is tekinthetjiik, hogy deforma-
lunk egy hengerfelilletet olyan médon, hogy alsé végét
bevezetjiik a csé belsejébe az ,oldalan” keresztiil, majd
a tetején lévé lyukon 4t kivezetjik. Végiil a csé végét
hozzaforrasztjuk a hengerpaldst felsd hatdargorbéjéhez,
és az oldalsé lyukat is megsziintetjiikk. (A Klein-kancso
szintén nem valdsithaté meg atfedés nélkil.)
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Példak peremes feliiletekre;

kor korgyiiri félgomb

wCsésze” Mobius-szalag keresztsiiveg

hengerpalast

A Mobius-szalagot egy '‘téglalapbol szarmaztathatjuk oly médon, hogy két
szemkozti oldalat Gsszeillesztjiik gy, hogy a szemkozti csicsokat rendeljiik egy-
mashoz.

Hengerpalastot igy kapunk egy téglalapbél, ha szemkozti oldalaikat ,csavards”
nélkiil, a szemkozti csicsok egyméashoz rendelésével illesztjiik ossze.

Keresztsiiveghez ligy juthatunk, hogy a siivegfeliiletbél kivigunk egy kérlapot.
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Példak nyilt feliiletekre:

.

‘.'tt'fltlt
ALY

YU

végtelen sok | fillel”
racsfeliilet létrafeliilet ellatott gomb

Tovabbi példak nyilt feliiletekre:

- végtelen hosszi, vagy perem nélkiili hengerfeliilet
— euklideszi sik

- egy ponton kilyukasztott gomb

4. Invaridns tulajdonsidgok. Hogyan donthetd el, hogy két felillet homeomorf-e,
vagy sem? A homeomorfizmus igazoldsinak egyik lehetséges médszere az, hogy
keresiink egy konkrét homeomorfizmust, amely egyik felilletet mdsikba dtviszi.
Nehezebbnek tiinik annak igazoldsa, hogy nem létezik homeomorfizmus. Br-
demes tehat megvizsgalni a feliiletek azon tulajdonsdgait, amelyek nem véltoznak
meg, ha rajtuk topolégiai transzformdciot hajtunk végre. Ezeket a tulajdonsdgokat
topoldgiai invariansoknak nevezziik.
Vizsgiljuk meg el6szér a poliéderfeliiletek invaridns tulajdonsagait!
Irdnyithatosdg: Legyen adott egy trianguldlt F poliéderfeliilet. Rendeljiink
iranyt a feliilethez tartozé hiromszogekhez az dbré-
nak megfelelden. A H;-gyel szomszédos H; hirom-
szoget iranyitsuk 0gy, hogy a kozos él ellentétes iré-
nyitésa legyen. Legyen Hy, Hy, ..., Hn, Hy egy
szomszédos haromszogekbél allé zdrt Janc. Ha léte-
zik olyan lanc a feliileten, hogy rajta végigmenve az
irdnyitds megfordul, a feliiletet nem irdnyithaténak
nevezziik. Ha ilyen lanc nem létezik, a feliilet ira-
nyithatd,
Iranyithaté felilletek példaul: gémb, henger, térusz, kor, korgyfiri
Nem iranyithaté feliiletek példaul: Mobius-szalag, Klein-kancsd, stivegfeliilet
Peremes feliiletek hatdrgorbéinek szama: Legyen F egy trianguldlt peremes
feliilet. Azoknak az éleknek az Osszességét, amelyek csupén egy héromszoghoz
tartoznak, a feliilet hatarvonaldnak nevezziik, (Belathatd, hogy a hatdrvonal véges
szdmu, egyszerfi, azaz onmagit nem metszd, zdrt gorbére bonthaté fel). Ezen
gorbék szama a felillet hatargérbéinek szama.
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Euler-karakterisztika: Legyen adott egy F' trianguldlt poliéderfeliilet. Miutdn
ez véges sok haromszogre bomlik, meg tudjuk szdmolni a haromszogeket (1), azok
éleit (e), illetve csicsait (¢). A x(F) = ¢+ | — ¢ szdmot az F felillet Euler-
karakterisztikdjanak nevezzilk. A poliéderekre vonatkozé klasszikus Euler-tétel
szerint konvex poliéderek esetén ez a szam 2 [8].

Génusz: Egy irdnyithatd poliéderfeliilet génuszin a g = 1/2(2 — x — r) szdmot
értjiik, ahol x a felillet Euler-karakterisztikdja, r pedig hatdrgorbéinek szdma. Nem
iranyithaté poliéderfeliilet génusza pedig: g =2 —r — y.

A kovetkezo tablazat néhdny felilet Euler-karakterisztikdjat, génuszat és ha-
targorbéinek szamat mutatja:

A feliilet neve Euler- Génusza | Hatdrgorbéinek
karakterisztikdja szama
gomb 2 0 0
kocka 2 0 0
torusz 0 1 0
gomb két fiillel -2 2 0
siivegfeliilet 1 1 0
Klein-kancsé 0 2 0
kor 1 0 1
félgémb 1 0 1
korgyiiri 0 0 2
hengerpaldst 0 0 2
csésze -1 1 1
Mobius-szalag 0 1 1
keresztstiveg 0 1 1

Belathaté, hogy a fent ismertetett 4 tulajdonsdg fiiggetlen a feliilet haromszogekre
bontdsatol (trianguldcidjatol), valamint az, hogy ezek mindegyike invaridns a feliilet
topoldgiai transzformécidival szemben. [6], [7].
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5. Poliéderfeliiletek topolégidjanak fotétele. Két poliéderfelilet homeomorfidjd-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
~legyenck mindketten irdnyithatoek, vagy mindketten nemirdnyithatéak
~equezzen meg hatdrgérbéik szdma
~equezzen meg génuszuk.

Megjegyzés. Tekintve a génusz és az Euler-karakterisztika kozotti osszefliiggést, a
tételben a génuszok egyezése helyett az Euler-karakterisztikdk egyezése is szerepel-
het.

6. Poliéderfeliiletek osztilyozasa. Jeloljiik H(p,r)-rel azt a feliiletet, amelyet a
gombfeliiletbél r kor (lyuk) elhagydsdval, valamint p szdmi ,fiil" rdragasztdsival
kapunk.

Néhany példa ilyen tipusi feliiletre:

H(0,1) H(1,1)
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Jeloljiik C(g,7)-rel azt a feliiletet, amelyet a gombfeliiletbél r kor (lyuk) el-
hagydsdval, valamint g szami lyuknak keresztsiivegekkel torténé beragasztasdval
kapunk.

C(1,0) c(1,1) C(2,0)

Beldthaté, hogy a poliéderfeliiletek kézotti homeomorfizmus ekvivalenciareld-
cio, igy osztalyozdst indukdl. Tehit az ésszes topolégiai szempontbél kiilonbozé
poliéderfeliilet besorolhaté valamelyik osztélyba. Ezen osztdlyok lehetséges repre-
zentansai a fenti feliilletek,

A H(p,r) felilletek megadjik az 6sszes r hatargorbével rendelkezs, topolégia-
ilag kiilonbozé irdnyithat6 feliiletet, a C(q, r) felilletek pedig az dsszes r hatargor-
bével rendelkezé nem irdnyithaté felilletet.

A korabban emlitett specidlis feliilletek osztdlyozasa:

H(0,0): gémb, kocka

H(0,1): gombfeliilet 1 lyukkal, félgémb, kérlap

H(1,0): gombfeliilet 1 ,fiillel”, térusz

H{0,2): gombfeliilet 2 lyukkal, hengerpaldst, korgy(irii

C(1,0): gombfelillet egy keresztsiiveggel, siivegfeliilet, projektiv sik

C(1,1): gombfeliilet 1 lyukkal és 1 keresztsiiveggel, keresztsiiveg, Mobius-szalag
C(2,0): gombfeliilet 2 keresztsiiveggel, Klein-kancsd

Kdvetkezmény. A topoldgiai szempontbdl kiilénbozé poliéderfeliiletek szama meg-
szamlalhatéan végtelen.

Megjegyzések. (a) A H(p,r) feliletek génusza megegyezik p-vel, azaz a _fiilek”
szamival, a C(q,r) felilletek génusza pedig g-val, azaz a keresztsiivegek szdmdval.

(b) Beldthat$, hogy egy nem irdnyithaté feliileten két keresztsiiveg helyette-
sithetd egy fiillel”, tehat példdul a C(3,0) felillet homeomorf az 1 ,fiillel” és egy
keresztsiiveggel ellitott gémbfeliilettel.

(c) Egy-egy osztély elemei tehdt homeomorf médon dtviheték egymasba. Az
egyszeriibb esetekben (példaul a Mébius-szalag és a keresztsiiveg esetében) konkrét
homeomorfizmusok megkeresését az olvaséra bizzuk.
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Nyilt felilletek génusza. Az F nyilt felillet véges génuszi, ha létezik olyvan A
peremes feliilet, melyre A C F, és F\A feliilet (az F-bdl A elhagydsaval kapott
feliilet) homeomorf az euklideszi stk egy részhalmazéval. Ekkor az F' nyilt feliilet
génuszat gy definidljuk, hogy az egyezzen meg az A peremes feliillet génuszdval,

Példaul az F egy ponton kiszirt gomb véges génuszi felillet, mert ha tekintjik
az A korlemezt a hatdrgorbéjével, akkor az F'\ A felillet homeomorf lesz a sik egy
részhalmazdval, génusza tehat egyenlo a korlemez génuszéval, igy 0.

Az F nyilt feliilet végtelen génuszi, ha nem létezik a fenti A peremes feliilet.

Példaul a végtelen létra feliilet, mert barhogy is vilasztunk egy peremes rész-
felilletet, a kiilonbség tartalmazni fog ,létrafokot”, tehat nem lesz részhalmaza az
euklideszi siknak.

Nyilt feliiletek iranyithatésagi osztdlyai. Egy F nyilt feliilet lehet iranyithat6, vagy
nem iranyithaté. Ez a definicié megegyezik a poliéderfeliiletekre adott definicidval.
Ha F nem irdnyithatd, akkor lehet végesen, vagy végteleniil nem irdnyithaté.

Az F nem irdnyithato nyilt felilletet végesen nem irdnyithaténak nevezziik, ha
van olyan A poliéderfeliilet, melyre A C F teljesiil, és F'\ A irdnyithaté.

Példéul F legyen egy olyan siivegfeliilet, amelyet végtelen sok fiilllel” latunk
el. Az A részfelillet legyen egy keresztsiiveg. Ekkor F'\ A irdanyithaté nyilt felilet.

Ha ilyen A feliilet nem létezik, akkor F-et végteleniil nem irdnyithaténak ne-
vezziitk. Példdul ha az euklideszi sikon végtelen sok keresztsiiveget helyeziink el,
végteleniil nem iranyithaté feliilethez jutunk.

Ha F végesen nem irdnyithatd, akkor tovabbi két esetet kiilonboztetiink meg:
F pdrosan (pdratlanul) nem irdnyfthaté, ha minden elegendGen nagy A peremes
részfeliiletének génusza paros (pératlan), azaz A péros (paratian) szaimu keresztsii-
veget tartalmaz.

Beldthatd, hogy hasonléan a poliéderfeliiletekhez, a fent definidlt génusz, il-
letve az iranyithatésdgi osztélyok a nyflt felilletek topolégiai invaridnsai.

A fenti fogalmak bevezetése utdn kimondhatjuk a poliéderfeliiletek topolégia-
janak fotételét nyilt feliiletekre dltalanosité Kerékjarto-tételt.

Kerékjarté tétele. Legyen F',F" két, azonos génuszi és azonos irdnyithatésdgi
osztdlyba tartozé nyidt felidet. F'.F" homeomorf akkor és csak akkor, ha hatdr-
pontjaitk B(F') és B(F") halmaza kizott létezik homeomorfizmus, amely By (F')-t
By(F")-be, By(F")-t Ba(F")-be viszi dt.

(Szemléletesen: azonos szdmi hatdrpontjuk van, a sikszerd, és az irdnyithatdé
hatdrpontok szdma megegyezik, velamint ezek egymdshoz wiszonyitott helyzete is
azonos.)
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Példak egymassal homeomorf nyilt feliletekre:

Homeomorf Génusz | Irdanyithatdésdgi |Hatdrpontok

feliilletek osztaly
euklideszi sik; 0 irdnyithatd 1 sikszerti
egy ponton kiszirt
gomb;
racsfelilet; végtelen irdnyithaté 1 irdnyithaté

végtelen sok fillel”
ellatott gémb;

euklideszi sik, rajta 1 végesen, paratlanul | 1 sikszerii
egy keresztsiiveg; nem irdanyithaté
egy ponton kiszurt
siivegfelilet;

A tétel kovetkezménye, hogy barmely feliilet (nyilt vagy zdrt) el6allithaté a kovet-
kezd ot peremes feliiletelem segitségével:

sikszern felilet sikszerii feliilet stkszerli feliilet
1 hatérgorbével 2 hatdrgorbével 3 hatdrgorbével

irdnyithaté feliilet nem irdnyithaté felilet
2 hatdrgorbével 1 hatérgorbével

Az eldillitds médja a kovetkezo:

Vesziink egy feliiletelemet, minden hatdrgorbéjéhez illesztiink egy mésik ele-
met, majd az igy kapott peremes felillet minden hatdrgorbéjéhez ismét feliilete-
lemeket illesztiink oly médon, hogy két kiilonbozd hatdrgorbéhez két kiilénbozd
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feliiletelem keriiljon. Az eljdrast tovabb folytatva az Gsszes nyilt ill. zart feliilet
eléallithatjuk.

Megjegyzés. A topolégiailag kiilonbozé nyilt felilletek halmaza kontinuum szé-
mossagu.

1931-ben maga Kerékjarté egy cikkében a hatdrpontok 1ij targyaldsi médjat
adta, s azzal jutott el a fenti eredményhez. 1932-ben Alekszandrov A topolégia
egyszeril alapfogalmai c. konyvében irta: A kétdimenzids sokasdgok topoldgiai
tipusainak felsoroldsa teljesen megoldott, ld. Hilbert és Kerékjdrto konyveit.”

Mivel a kétdimenzids esetben alkalmazott médszerek tébb dimenzidra nem 4l-
taldnosithatdk, igy valéban, az 1930-as évek elejére a probléma megoldésa lezdrult,
a késobbi években csak a pontositisok, djrafogalmazdsok miatt keriilt egyes ku-
tatok érdeklodésének eldterébe. Példdul egy amerikai kutatd, Ian Richards, 1960-
ban irt Nemkompakt feliiletek osztdlyozasa c. doktori disszertaciéjanak fo részét a
Kerékjarto-tétel ajraértelmezése és bizonyitdsa képezi.

Magit a Vorlesungen iiber Topologie cimii kényvet ma is szémon tartjik, tobb,
napjainkban megjelend egyetemi tankonyv szerzdje ajanlja olvaséi figyelmébe,

Koszonetnyilvanitds. Eziton szeretnék koszonetet mondani Dr. Nagy Péternek,
a Debreceni Egyetem docensének, hogy felhivta figyelmemet Kerékjarté eredmé-
nyeire, és hasznos tandcsaival segitette munkamat., Koszonettel tartozom tovabba
Dr. Kovics Zoltannak, a Debreceni Egyetem docensének az abrik elkészitésében

nyujtott segitségéért.
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