A geometriai képességek fejlesztésének lehet('iségei1

Herendiné Konya Eszter

A geometriai képességek meghatarozasahoz a térszemlélet és a vizualis észlelés fogalmabol
indulunk ki. Az iskolai geometriatanitas azonban tulmutat a térszemlélet fejlesztésén, céljait a
tagabb értelemben vett matematikatanitdas-tanulas céljaival osszhangban mutatjuk be. A
geometriai gondolkodds folyamatdt elemzé elméletek alapjat az un. Van Hiele elmélet jelenti.
Ennek vazlatos ismertetése utan attekintjiik a jelenlegi also tagozatos geometria tananyagot
és utalunk azokra a tevékenységekre, melyek annak kompetencia alapu tanitasat segitik.

A térszemlélet fogalma

Thurstone (1951) a térszemléletet olyan képességnek tartja, melynek révén 2- és 3-dimenzids

objektumokkal mentélis miiveleteket végezhetiink (idézi Maier, 1999). A térszemlélet egyike

a legkomplexebb intelligenciafaktoroknak, igy tobb részfaktorral jellemezhetd. Ezek:

S(1) Térbeli relaciok létesitése, érzékelése: Kiilonbozé szogekbdl latott targyak azonositasa
ill. a targyak felismerése, ha kdzben elmozditottuk.

S(2) Vizualizacié: Egy objektum mentalis képének megalkotasa.

S(3) Térbeli tajékozodas: Olyan térbeli elrendezés vizualis felfogasa, melynél a megfigyel6 a
szituacid részese. Olyan képesség, melynek segitségével a valddi vagy a képzeletbeli
térben eligazodhatunk.

A térszemlélet OsszetevOinek meghatarozasara tovabbi elméletek sziilettek, melyek alapjat
a Thurstone-féle komponensek képezik (Maier, 1999).

A vizudlis észlelés eldfeltétele a térszemlélet kialakuldsanak. Frostig (1978) és Hoffer

(1977) az alabbi teriileteket kiilonbozteti meg (idézi Franke, 2000, 38-43- old.):

— Vizuomotoros koordinéacid: A latas koordinalasa a sajat testtel vagy testrésszel.

— Abrak elkiilonitése: Egy komplex hattérbdl, vagy dsszetett abrabol részabrak felismerése.

— Eszlelési allanddsag: Kiilonboz6 méretli, sorrendii, helyzetli, szinli 4brak azonositésa.

— Térbeli kapcsolatok észlelése: Teérbeli objektumok kozotti kapcsolatok felismerése €s
leirasa.

— Térbeli helyzet észlelése: A targyat észleld személyhez képest a targy helyzetének
felismerése.

— Vizualis megkiilonboztetés: Objektumok k6zotti hasonlosagok és kiilonbségek felismerése.

— Vizualis emlékezet: Kordbban latott objektumok felidézése ismertetdjegyeik alapjan.

A geometriatanitas-tanulas céljai

— A tananyaghoz kapcsolodo tudés és jartassagok megszerzése.

— A geometria kettds természetének felismerése, azaz a tanuld legyen képes a geometriai
témakort egyszerre tiszta matematikaként latni, ugyanakkor a természeti €s a mesterséges
vilag geometriai aspektusait is észrevenni.

— Geometriai modellek felépitése ¢€s alkalmazdsa matematikdn beliilli és azon kiviili
kontextusokban.

! Herendiné Kénya, E. (2007). A geometriai képességek fejlesztésének lehetdségei. In R. GOmMOori & M. Mohacsi
(Eds.), Gyermekké6zpontu pedagdgidk, (pp. 86-93). Debrecen: KFRTKF.



— A geometria és a hétkdznapi élet kapcsolata.

— Gondolkodasi médszerek, technikak megértése és elsajatitasa.
— Matematikai problémak felvetése, elemzése, megoldasa.

— Kreativitas, talalékonysag.

— Ismerkedés a matematika torténetével, filozofiajaval.

— Pozitiv attitlid kialakitasa.

— Altalanos mentalis, szocialis képességek fejlesztése.

A hagyomanyos tanitds tananyagcentrikus, dontéen az elsd célkitlizésre koncentral. Ennek
megfelelden, az értékelés, szamonkérés is a tananyag egyes részeire kérdez rd, rendszerint
egymastol fiiggetlen, zart végli, irasbeli feladatok forméjaban. A dolgozatokban a tananyag
reprodukalésat, alapvetd technikak alkalmazasat, egyszerii problémak modellezését varjuk el.
Fontos az 6nall6 munka mellett az idétényezd is.

Mivel a hagyomanyos mérési modszerek a geometriatanitas céljainak csak igen kis részét
képesek vizsgalni, uj modszerekre van sziikség. Az 6nalld feladatmegoldas mellett a parban,
csoportban végzett munkat is értékelhetjiik. Célszerli egy-egy rovid feladat helyett kisebb
projekteket, feladatsorokat szerkeszteni. Alsé tagozaton kiilondsen fontos, hogy a
geometriatanitds €s a szdmonkérés ne mindig irasbeli (flizet, munkafiizet) legyen, probaljunk
meg kiilonb6zé munkaeszkdzokkel végzett tevékenységeket tervezni, és értékelni.

A geometriatanulas folyamata

A matematikai és ezen belill a geometriai, fogalmak, kapcsolatok a tanuld értelmezésében
specializalédnak, moédosulnak. A tanulé mar az iskoldba l1épéskor rendelkezik geometriai
tudassal, tapasztalatokkal, bar lehet, hogy még nem tudja ezeket a matematika nyelvén
megfogalmazni. Amikor Uj tananyagot tanul, elkeriilhetetleniil konfrontdlédik meglévo
tudasaval, intuicioival, tapasztalataival. Ez a tanitds szempontjabol sok lehetdséget, de sok
akadalyt is rejt magdban. Az értelmes geometriatanitasnak torekednie kell arra, hogy

Osszeegyeztesse az empirikus €s az elméleti geometriat a tanuldk fejében.

Harom ilyen akadalyt emeliink ki:

— Az euklideszi geometria legtobb fogalmanak (pl. pont, egyenes, sik) van mindennapi
megfelelje. Azonban ha ezeket a fogalmakat tulzottan direkt modon kotjiik a fizikai
valdsaghoz, igen nehéz lesz ett6l elvonatkoztatni.

— Valamilyen allitas igazolasdnak modja az empirikus és az elméleti sikon eltér egymastol.
Az elméleti sikon az igazolas alapja az érvelés, mig az empirikus sikon az intuiciot kovetd
kisérleti igazolas. ,,Miért kell olyasmit bizonyitani, ami intuitive nyilvanvalé barmely
megfigyeld szamara?”

— A geometriai fogalmak elnevezése nincs mindig Osszhangban azzal, ahogyan ezeket a
fogalmakat a hétkdznapi életben hasznaljuk. (sokszog, téglalap, hasonldsag)

A tanulok geometriai tudasa sajat tapasztalataikban gyokerezik, ezért fontos, hogy
megteremtsiik azt a tanuldsi-tanitasi kornyezetet, szituacidkat, tevékenységeket, amelyekben a
tanulonak lehetdsége van a felfedezésre, objektumok, jelenségek, problémak vizsgalatara.
Ehhez természetesen az egyéni és frontdlis munkaformakon tul a kooperativ munkaformakra
is sziikség van. Lényeges a munka helyszinének kialakitdsa, mely az osztalyterem mellett
lehet akar az iskola udvara is. Alsé tagozaton olyan tanuldsi kornyezetet kell teremteniink,
ahol lehetéség nyilik az 6nallé vagy csoportos tevékenységekre, felfedezésekre, s a tanulok
hasznalhatjdk a természetben talalhat6 vagy mesterségesen eldallithatd konkrét, tapinthatod
targyakat (papir, karton, fa, mlianyag).



Ugyancsak tekintetbe kell venniink a szamitogépes oktatoprogramokat, geometriai
objektumokat szemléltetd szoftvereket, geometriai szerkesztOprogramokat, valamint az
internetrdl elérhetd geometriai tartalmt programokat.

A geometriai gondolkodas folyamata

Két holland didaktikus, Pierre van Hiele és Dina van Hiele-Geldorf 1957-ben kifejlesztett egy
olyan pedagbgiai elméletet, mely alkalmasnak tlinik a geometriai gondolkodas folyamatanak
megismerésére. Munkajukban a geometriai gondolkodéds fejlodésének Ot szintjét
kiilonboztetik meg.

1. szint, a globalis felismerés szintje

Ebben a kezdeti szakaszban a tanuldk a geometriai alakzatokat egységes egészként fogjak fel,
nem képesek elkiiloniteni egymastdl ezek alkotdelemeit, és nem latjak az alakzatok kozott
1évé Osszefliggéseket sem, de arra képesek, hogy felismerjék az alakzatokat, elkiilonitsék
egymastol, megnevezzék oOket. Példaul: A formdja alapjan felismerik a téglalapokat, de a
négyzetet nem soroljak kozéjiik.

Jellemzé szofordulatok: ,,Ugy tiinik”, ,,Ugyanagy néz ki”, a geometriai formék leirasahoz
szemléletes szavakat hasznalnak: sarok, ferde téglalap, beugrasa van stb. Indoklasaikban az
¢észlelésre tiamaszkodnak.

Tipikus feladatok: A sik- és térbeli modellezOkészlettel, a papirbol kivagott, hajtogatott
sikidomokkal dolgoznak. Akar rajzos, akar cselekvéshez kotott feladatrol van sz6, az utasits
az alakzatok rajzoléséra, szétvalogatdsara, megnevezésére irdnyul.

2. szint, az elemzés szintje

A tanulok kezdik felismerni az alakzatok alkotérészeit, megkiilonbdztetik dket az egésztdl,
megfigyelik az eltérd tulajdonsagokat. Képessé valnak arra, hogy a megfigyelt tulajdonsagok
alapjan csoportositsak az ismert alakzatokat. Ezek a tulajdonsagok azonban elkiiloniilten, a
konkrét alakzatokhoz kototten jelennek meg, ¢és nem latnak kapcsolatokat egy alakzat
kiilonbozé tulajdonsagai, illetve kiilonbozd alakzatok tulajdonsagai kozott. Példaul
megfigyelik a sokszogek oldalait, csucsait, megkiilonboztetik az atlot az oldaltol, de sem a
definicio, sem a fogalmak kozotti 6sszefiiggés megadasara nem képesek.

Jellemz6 szofordulatok: ,,hasonld”, ,kiillonboz6”, ,,mindegyik”, ,,mindig”, ,,néha”, ,,soha”
stb.

Tipikus feladatok: Csoportositasok, mérések, rajzolasok, modellezések, hajtogatasok,
vagasok, kisérletezgetések segitségével végzett elemzések.

3. szint, az informalis dedukcio szintje

Tulajdonséagaik alapjan kapcsolatba hozzék egymassal a kiilonb6zd alakzatokat, igy képessé
valnak a koztiik 1év6 hierarchia megértésére. Mar van értelme a definicionak, mivel felismerik
a tanuldk az alakzat tulajdonsagai kozotti Osszefliggéseket. Egyszerii, szemlélet alapjan
elfogadott tényeket felhasznaldo kovetkeztetési lanc megértésére is képesek. Dontéseik
indoklasaban az észlelés szerepét fokozatosan atveszi az ok-okozati dsszefiiggések keresése.
Példaul: a négyzet téglalap, mert rendelkezik minden olyan tulajdonsaggal, amellyel a
téglalapok rendelkeznek.

Jellemzo szofordulatok: ,,Ebbol kovetkezik...”, ,,Ha..., akkor....”

Tipikus feladatok: Halmazba rendezések, allitdsok logikai értékének eldontése, az
alakzatok definial6 tulajdonsagéanak, valamint a tobbi tulajdonsdgnak a meghatarozasa.

4. szint, a formadlis dedukcio szintje



Ezen a szinten fogjék fel a tanulok a dedukcio értelmét. Adott, a szemlélethez kozelalld
axiomarendszerben képesek ok-okozati Osszefiiggések megfogalmazasara, egyszeriibb
bizonyitasok konstrualasara. Képesek allitasok altalanositasara, szerkesztési feladatok
diszkutalasara. Megismerkednek kiilonb6z0 bizonyitasi eljarasokkal (direkt, indirekt,
szintetikus, transzformadcios, koordindtageometriai, vektoros, teljes indukcids), egy allitas
sziikséges ¢€s elégséges feltételének fogalmaval.

Jellemz6 szakkifejezések: definicio, tétel, bizonyitas, axidma, alapfogalom.

5. szint, a formalis logika szintje

Ez a gondolkodas a Hilbert-féle axiomatikus gondolkodasnak felel meg. Lehetové valik a
formalis logikai miveletek, kovetkeztetések megértése, elvégzése a konkrét geometriai
interpretaciotol fiiggetleniil. Jellemzd az A4ltalanos logikai torvények felismerése, a
nemeuklideszi geometridk, kiillonb6z6 axiomarendszerek kozotti 6sszefiiggések megértése.

Jellemz6 szakkifejezések: a matematikai logika szimbolumai, fogalmai.

A fenti szinteket az iskolai kovetelményekkel Osszevetve megallapithatjuk, hogy az
altalanos iskola 1-2. osztalydnak az 1. szint, a 3—4. osztalyanak a 2. szint felel meg. A 3. szint
a felsd tagozatos anyaggal, a 4. pedig a kozépiskolassal allithaté parhuzamba. Az 5. szint mar
nem szerepel a kdzépiskolai tananyagban, ezzel csupan a matematikaval egyetemen, féiskolan
foglalkoz6 hallgatok taldlkoznak.

Mikdzben a tanul6 egy adott szintrdl eljut a kovetkezdre, az alabbi tanulasi fazisokon megy
keresztiil, fiiggetleniil attol, hogy éppen melyik dtmenetrdl van szo:

— 1. fazis (informalodas): beszélgetések soran a tanar feltérképezi, mi az, amit a tanuld mar
tud az Uj témardl, a tanuld el6tt pedig korvonalazddik, hogy mirdl lesz szé a
kovetkezokben;

— 2. fazis (irdnyitott felfedeztetés): a tanuld konkrét, a tanar altal gondosan megtervezett
tevékenységek (rajzolés, hajtogatas, modellezés) révén ismerkedik meg az 4j fogalmakkal;

— 3. fazis (magyardzat): mikozben a tanulok sajat szavaikkal elmondjak egymasnak
megfigyeléseikkel, felfedezéseikkel kapcsolatos otleteiket, a tanar bevezeti a lényeges
fogalmak pontos matematikai megnevezéseit;

— 4. fazis (nem iranyitott felfedeztetés): a tanulok nyitott végli problémék vizsgalataval
foglalkoznak a kordbban szerzett tapasztalatokat felhasznalva;

— 5. fazis (integracio): a tanulok attekintik és Osszegzik az ujonnan tanultakat, kiegészitik
veliik meglévo fogalmi és relacids rendszertiket.

A van Hiele-modell f6bb jellemzdi

— A szintek sorrendje kotott, ahhoz, hogy valaki megfeleljen egy adott szint
kovetelményeinek, eldbb meg kell felelnie a megel6z0 szintek elvarasainak.

— Minden szintnek megvan a sajat nyelvezete, sajat szimbolumrendszere. Ugyanazt a
fogalmat kiilonbozd szinten kiilonbozOképpen jelenitjiik meg. Ennek a megallapitdsnak
lényeges kovetkezménye, hogy a tanarnak ugyanazon a szinten kell tanitania, mint amilyen
szinten a tanulok allnak, annak ellenére, hogy az 6 gondolkodasa magasabb szintii
kovetelményeknek is eleget tesz.

— Mindaz, amit az egyik szinten még csak implicit médon emlitiink, a kdvetkezd szinten
kifejtjiik.

— Ha a tanar magasabb szinten tanit, mint amilyen szinten a tanuldi vannak, akkor megértés
helyett maximum a tananyag memorizalasaig jutnak el.

— Elképzelhetd, hogy az egyes tanulok kiillonb6zd geometriai fogalmak esetén kiilonb6zd
gondolkodési szinten allnak.



— Egy adott szint elérése elsOsorban a tanulds mindségétdl fiigg, nem pedig a tanuld
¢letkoratol.

Geometriai témakorok az also tagozaton

Terbeli tajékozodas

Az elsd 1épés, hogy a tanuldk tudjanak sajat testiikon, ill. sajat testiikhoz viszonyitva
tajékozodni. Ezt koveti a mas €l6lényekhez ill. targyakhoz viszonyitott tajékozodas. Az 1-2.
osztalyban a térbeli viszonyszavak (el6tt-mogott, alatt-felett, jobbra-balra) egyértelmi
hasznalatat kell elsajatitani. Ehhez tobbféle jatékos szitudciot teremthetiink. Ilyen példaul az
un. robotjaték, ahol az elrejtett targyat a tobbiek utasitdsait kovetve kell a tanuldnak
megtalalnia. A kovetkezd 1€pés az tutvonalak leirdsa, elmagyarazasa, mely elvezet a
térképhasznalathoz is. Ugyancsak lényeges szerep jut a szituacids jatékoknak, idegenek
utbaigazitasanak, egy utvonal bejarasanak visszafelé.

Térgeometriai alakzatok

A térgeometriai alakzatok rendszerint kozelebb allnak a tanul6khoz, mint a sikbeliek, hiszen a
hétkoznapi targyak, az épitdkockdk, a gyurmafigurdk is ezeket modellezik. Mindig az
alakzatok globalis tulajdonsagaibol célszerti kiindulni, s csak késobb térni ra annak részeire.
A hagyomanyos testmodelleken tul hasznalhatjuk a gyurmat térbeli alakzatok készitésére,
feldarabolasara, a testek élvazas modelljét pedig elkészithetjilk szivoszalakbol és
gyurmagolyokbol.  Kiskockdkbdl késziilt kiilonbozd tulajdonsagh  épitményekkel a
térszemlélet mellett a kreativitas is fejleszthetd. Egyszerti esetekben készithetiink alaprajzott,
vagy kiilonb6z6 iranyt nézeti képeket.

Sikgeometriai alakzatok

Az el6zdekhez hasonldan itt is a tanuldi tevékenységeket hangsulyozzuk. Hajtogatéssal,
sablonok kivagasaval, ragasztasaval a sikidomok globalis tulajdonsagai ismerhetdk meg, a
hajtogatds ezen til egyszer(i allitdsok igazsdganak alatamasztdsara is alkalmas. A damilra
felflizott szivoszal-darabokkal tudunk haromszogeket, specidlis négyszogeket stb. késziteni. A
szoges-lyukas tabla ugyancsak sokoldaluan felhasznalhaté munkaeszkoz.

Geometriai transzformdciok

Az egybevagdsagi transzformdciok (tiikrozés, eltolds, forgatas) mellett a hasonldsagra és az
affinitasra is készithetiink als6 tagozatos feladatokat. Ennél a témakornél jo lehetdség
kindlkozik mind a hétkdznapi élettel, mind a tobbi tantdrggyal vald szoros kapcsolat
érzékeltetésére.

Geometriai mérések

Ez a résztémakor szoros kapcsolatban all az altaldnos méréstanitassal, az itt megjelend
mérendd mennyiségek a hosszisagmérésbol szarmaztathatok. A keriilet, teriilet, felszin,
térfogat fogalmanak értelmezése, mérése, az alkalmi mértékegységek bevezetése ugyancsak
tevékenység centrikus. Alsd tagozaton nem a kiilonb6zd képletek megtanitasara és
alkalmazasara van sziikség, hanem a fogalmak olyan mértékli elmélyitésére, amely lehetdvé
teszi, hogy a tanulok ezeket a késdbbiekben biztonsagosan hasznaljak, ne keverjék Ossze. A
teriletfogalom kialakitdsdhoz a kiilonb6z6 parkettazasi feladatok hasznalhatok, a felszin
fogalomhoz pedig a testhald elkészitését, szemléltetését lehetéveé tevo eszkozok.

Napjaink matematikatanitasdban a geometridnak mind kevesebb szerep jut. Az also
tagozaton ez kiilondsképpen igy van. Taldn, ha atgondoljuk és kihasznaljuk a
geometriatanitdsban  rejlé  sokrétli  képességfejlesztési  lehetdséget, akkor  sikertil
tanitvanyainkkal is megkedveltetni ezt a szép, s rendkiviill gazdag torténelmi, filozofiai
hattérrel rendelkez6 tudoméanyteriiletet.
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