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Geometriai fogalmak tanitasanak kérdései

Herendiné Konya Eszter

A fogalomalkotas folyamata, legyen sz6 tudomanyos, vagy hétkoznapi fogalmakrol, kiemelt
szerephez jut a kisgyerekek gondolkodasanak fejlédésében, alakulasaban. Az iskolai
matematikatanulas soran is évrdl évre Uj fogalmakkal ismerkediink meg. Ezeket el6szor
megprobaljuk beilleszteni, asszimilalni meglévd fogalmi rendszereinkbe, vagy ha ez mar nem
lehetséges, akkor a fogalmi rendszert modositjuk, akkomodalunk. A fogalomalkotas folyaman
szembekeriilink az egyszerli fogalmak kozott fenndlld ald- és mellérendeld kapcsolatok
problémdjaval. A tapasztalatok azt mutatjdk, hogy a 9-10 éves tanulok szamdira ez
¢letkorukbdl fakadoan nehéz feladat.

A geometria témakor tanitdsa sok lehetOséget nyujt kiillonbozd fogalmi rendszerek,
hierarchiak kiépitésére. A tanulmanyban néhany konkrét geometriai fogalomra koncentralva
azt vizsgaljuk, hogy milyen tipikus hibakat vétenek a tanuldk a fogalomalkotds kezdetén,
utalunk a feltart hibak lehetséges okaira, elkertilésiikre, javitasukra.

Negyedik, 6todik, hatodik osztalyosok ismereteit elemezziik egyrészt az egyenes és a
szakasz, masrészt ezek kolcsonos helyzetét leird metszé, merdleges, parhuzamos fogalmak
vonatkozasdban.

Kutatasi kérdések

— Hogyan jelennek meg bizonyos geometriai fogalmak a 4-6. osztalyos tanulok
gondolkodéasaban?

— Fejlodnek-e ezek a fogalmak a vizsgalt 3 év alatt?

— Milyen tipikus fogalmi félreértések adodnak?

A felmérés koriilményei

A felmérést egy debreceni altalanos iskola hdrom osztilydban végeztik 2009 &szén. A
vizsgélatban 23 hatodikos, 19 6tddikes és 18 negyedikes tanuld vett részt. Két feladatsort
allitottunk 0ssze, mindharom évfolyam szdmara ugyanazokat a kérdéseket tettiik fel. Az els6
feladatsor kiértékelésével szerzett tapasztalatokat figyelembe véve készitettiilk el a masodik
tesztet. Az osztalyok az adott tanévben még nem foglalkoztak geometridval, tehat a kérdések
megvalaszolasdhoz hossza tavi memoriajukbol kellett el6hivni régebbi ismereteiket.

A metsz6, meroleges, parhuzamos egyenesek fogalomrendszerének vizsgalata

Feladat
Figyeld meg az alabbi egyeneseket! (/. abra)

! Herendiné Kénya, E. (2010). Geometriai fogalmak tanitdsanak kérdései. In M. Herbszt & S. A. Téth (Eds.) VIl
Nemzetké6zi Tudomdnyos Tantdrgy-pedagdgiai Konferencia (pp. 391-397). Baja: EJF.
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a) Sorold fel az e egyenessel parhuzamos egyeneseket:
b) Sorold fel az e egyenest metsz6 egyeneseket:
c) Sorold fel az e egyenessel merdleges egyeneseket:

a) Pdrhuzamos egyenesek felismerése

A valaszok megoszlasat az 2. abra mutatja. A helyes megoldast (az e egyenessel parhuzamos
a g és a h egyenes) adokon kiviil figyeltiik azt is, hogy kik azok, akik hibaztak ugyan, de nem
jelolték be azokat az egyeneseket, amelyeknek lathatdé az e-vel vett metszéspontja. Ugy
gondoljuk, hogy 6k azok, akiknél a ,parhuzamos” fogalma a ,nem metszdvel” azonosul.
Kiilonosen 4. osztalyban nagy azoknak az aranya, akik a parhuzamos és a metszo egyeneseket
nem tudtdk kiilonvalasztani.
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b) Metszé egyenesek felismerése

A valaszok megoszlasat a 3. dbra mutatja. A legszembetinGbb tapasztalat az, hogy hibatlan
valaszt (az e egyenest metsz6 egyenesek: @, b, ¢, d, f) mindossze 1 6todikes, és 1 negyedikes
tanul6 adott. A tipikus hiba az volt, hogy az f egyenest a gyerekek nem tekintették metszének,
mivel ennél nem latszik a metszéspont. Ugyancsak tobb esetben eldfordult az is, hogy csupan
az a, b, d egyeneseket jelolték meg, vagyis azokat, amelyek merdlegesnek latszanak. A
valaszokbdl kitlinik, hogy nem vilagos az egyenes és a szakasz, valamint a metszd ¢€s
merdleges fogalma kozotti kiilonbség. Az el6zé kérdéshez hasonldan itt is tapasztaljuk a
metsz6 €és a parhuzamos fogalmak felcserélését.
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C) Merdleges egyenesek felismerése

A valaszok megoszlasat a 4. abra mutatja. A helyes valaszok (az e egyenesre merdleges az a
egyenes) szama nagyon kevés. Tipikus hibaként a merélegesnek latszo egyenesek (a, b, d)
bejelolését figyelhetjilk meg. Ahogy az el6z6 feladatbol is latszik, sok esetben a merdleges €s
a metszd fogalmak kapcsolata nem tisztazott. Meglepd az az észrevétel, hogy tobb tanulo
merdlegesnek olyan egyeneseket tekintett, amelyek nem parhuzamosak, de nem is latszik a
metszéspontjuk az e egyenessel.
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A harom évfolyam eredményeinek 6sszehasonlitasa (5. dbra)

Mindharom feladat esetén megvizsgaltuk, hogy melyek azok a valaszok, amelyek arra

engednek kovetkeztetni, hogy a tanulok valamilyen szinten mar rendelkeznek a vizsgalt

fogalmakkal, még akkor is, ha ez a szint nem jelenti a fogalom pontos ismeretét.

a) Annak a tanulonak van parhuzamos fogalma, aki jol valasztotta ki a két parhuzamos
egyenes koziil legalabb az egyiket, és nem valasztott olyat, amelynek lathaté metszéspontja
van az e egyenessel.

b) Azok a tanulok, akik jol valasztottak ki a metsz0 egyeneseket, vagy csak azt hagytak ki,
amelyiknek nem latszik az e-vel vett metszéspontja, valamint azok, akik csak az a, b, d
egyeneseket, tehat a merdlegesnek latszokat jelolték meg, ugy tekintheték, mint akik
rendelkeznek valamilyen ismerettel a metsz0 egyenesek fogalmarol.



c) A merdleges fogalomrol azoknak van elképzelése, akik vagy jo valaszt adtak, vagy csak
olyan tovabbi egyeneseket jeldltek meg, amelyek csak kis mértékben térnek el a
merdlegestol.
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5. dbra

Az 5. abran jol latszik, hogy a hatodikosok és az otddikes kozel hasonlo, 80% koriili
aranyban ismerik a parhuzamos és a metszé fogalmakat, mig a negyedik osztalyosoknal
sokkal kevesebben, a gyerekek fele. A merdleges fogalmanak ismerete rosszabb képet mutat,
mindharom korosztalyban jéval 50% alatt van. A két felsobb évfolyamon nem latszik
Iényeges eltérés, mig a negyedik osztilyosok eredményei mindhdrom esetben kimutathatéan
gyengébbek. Ezek a tanulok iskolai keretek kozott még nem foglalkoztak a vizsgalt
fogalmakkal, tehat 6k hétkoznapi ismereteikre hagyatkozva valaszoltak a feltett kérdésekre.

Feltart gondolkodasi tipushibdk a parhuzamos, metszé, merdleges fogalmakkal kapcsolatosan
— Nem tiikr6z6dik a metsz és a parhuzamos relaciok komplementer jellege.

— Nem tiikroz6dik a metsz6 és a merdleges egyenesek kozotti részhalmaz-kapcsolat.

— A metszd és a merdleges mellérendelt, vagy azonos fogalmakként jelenik meg.

— Keverednek a metszé-merdleges-parhuzamos elnevezések.

— Csak azokat tekintik metszoknek, amelyeknél latszik a metszéspont.

— A merdlegest ,,ranézésre” allapitjak meg, nem vizsgaljak a derékszogben metszést.

— A merdleges ¢€s a fliggdleges fogalma keveredik.

A szakasz és az egyenes fogalma kozotti kiilonbség vizsgalata

Az eléz6 feladat elemzésébdl kitlint, hogy a tanulok jo része nem tud kiilonbséget tenni a
szakasz €s az egyenes koOzott. A probléma alaposabb megismerése érdekében a masodik
felmérésben erre a kérdésre vonatkozo feladatokat is kitliztiink. A kdvetkezokben ezek koziil
ismertetjlik kettonek a tapasztalatait.

Feladat
Mi a kiilonbség a szakasz €s az egyenes kozott?

Tanuloi valaszok

— ,,Az egyenes végtelen hosszu, a szakasznak van eleje és vége.” (6. 0. 6 10)
— ,,Az egyenes tovabb nyulik, mint a szakasz. (6. 0.)

— ,,A szakasz egy rész.” (5. 0.)

- ,,Az egyenes egyenes vonal, a szakasz meg nem egyenes vonal.” (6. 0.)

— ,,Az egyenes csak egyenes lehet, de a szakasz lehet hullamos is.” (5. 0.)



- ,,Az, hogy az egyenes allo, a szakasz pedig fekvd.” (5. o.)
— ,,A szakasz tobb egyenesbdl all.” (5. o.)
— ,,A szakasznak a végén ¢és az elején van allo egyenes, az egyenesnél pedig nincs.” (5. 0. 3
10)
A fogalmi félreértéseken til figyelemre méltd az utolsd vélasz, mert ez a két fogalmat
csupan vizualisan kiilonbdzteti meg, nem érinti a fogalom lényegét.

Feladat
Az M pont rajta van-e az a egyenesen? (6. dbra)

6. abra

Tanuloi valaszok

— Igen, mert az egyenes végtelen hosszul. (6.0. 11 f6)

— Nem. (6. 0. 8 f6)

— Nem, mert alatta/mellette/eldtte van. (6.0. 1 6, 5. 0. 3 16, 4. 0. 1 10)
— Nincs, mert nem ér el odaig az a pont. (5. 0.)

A fogalmi tévedések lehetséges okai:

— A metszd, merdleges, parhuzamos relaciok hierarchikus kapcsolatrendszerét nem latjak at.

— Az egyenesek kolcsonds helyzetének vizsgéalata lesziikiil a merdleges és a parhuzamos
egyenesekre.

— A specialis helyzetli (vizszintes, fiiggdleges) egyenesekkel félreértelmezhetdk a fogalmak.

— A metsz0 ¢és merdleges szavak hasonlo hangzasuak.

— A szakasz és az egyenes fogalma nem tisztazott.

— A vizualis szimb6lumok mogott nem jelennek meg az absztrakt geometriai fogalmak.

A felsorolt okokra a valaszt a geometriai gondolkodas életkori sajatossagaiban, a
fogalomalkotési folyamat tanitdsanak hianyossagaiban, a vizualis szimbolumok hasznalatanak
jellegzetességeiben és a koznyelvi jelentés eltéréseiben talalhatjuk meg.

A geometriai gondolkodas életkori sajatossagai

A geometriai gondolkodas szintjeivel, a szinteknek az életkori sajatossdgokkal torténd
Osszevetésével a Van Hiele elmélet foglalkozik. Az alabbiakban attekintjiik, hogy az altalunk
vizsgalt fogalmak, és azok megértési szintjei hogyan jelennek meg az elméletben.

Az elso szint a globalis felismerés szintje. Ezen a szinten a tanulok a geometriai alakzatok
egészének felismerésére képesek, az alakzatokat csak globalis képiik alapjan, ,,ranézésre”
tudjak megkiilonboztetni egymastol. fgy tehat érthetd, hogy 6k merblegesnek tekintik azokat
az egyeneseket, amelyek merdlegesnek latszanak.

A masodik szint az elemzés szintje. A tanulok mar képesek a globalis kép részleteinek
megfigyelésére, elemzésére is. Igy pl. a merdlegesség megéllapitasahoz megvizsgaljak, hogy
az egyenesek derékszogben metszik-e egymast, vagy a parhuzamossagnal ellendrzik, hogy az
egyik egyenes pontjainak a masik egyenestdl vett tavolsaga ugyanakkora.



A harmadik szint az informalis dedukci6 szintje. Ekkor van lehetdség a fogalmak kozotti
kapcsolatok megértésére, egyszeriibb fogalmi hierarchidk felépitésére. Ezen a szinten mar
beszélhetiink arrdl, hogy a metszonek specialis esete a merdleges.

Az elmélet szerint nem lehetséges az egyes szintekhez egyértelmtien életkorokat,
évfolyamokat rendelni, hiszen igen nagy egyéni eltérések is lehetnek a fejlédésben,
hozzavetdlegesen azonban az elsd szintnek az 1-2. évfolyam, a masodik szintnek a 3-4.
évfolyam, mig a harmadik szintnek az 5-6. évfolyam feleltethetd6 meg. Bemutatott
vizsgalatunk szerint a tanulok gondolkodasa a legtobb esetben nem haladja meg a globalis
felismerés szintjét.

A fogalomalkotas folyamata

A hétkdznapi és a tudomanyos fogalmak kialakitdsanak 1épései hasonldak, ezeket a 1épéseket

lehet és sziikséges kovetni az altalunk vizsgalt fogalmak esetében is.

1. 1épés: Cselekvés, tapasztalatgylijtés.
Kiilonbozo targyi tevékenységekkel 1étrehozunk metszé (merdleges), parhuzamos
»egyenesparokat”. Ez a tevékenység lehet papirhajtogatas, hurkapalcas kirakas, stb.

2. 1épés: Lényeges fogalmi jegyek kisziirése iranyitott megfigyelésekkel.
Meéréssel ellendrizziik, hogy a parhuzamos egyenesek kozé huzott, mindkét egyenesre
merdleges szakaszok hossza egyenld. Hajtogatott derékszoggel vizsgaljuk a metszo
egyenesek szogének nagysagat (derékszoggel egyenld, derékszognél kisebb).

3. 1épés: Zajok kiszlirése ellenpéldakkal.
Fliggdleges, vizszintes helyzetli egyenesek vizsgélata, példak nem specidlis helyzetii
merdleges ill. parhuzamos egyenesparokra.

4. 1épés: Egyszerli fogalmak megnevezése.
A parhuzamos, metsz0, merdleges szavak bevezetése, tudatos hasznéalatanak kezdete.

5. 1épés: A bevezetett fogalmak haszndlata, miiveletvégzés.
Vélogatas kiillonboz6 helyzetli egyenesek kozott, adott ponton atmend, adott egyenessel
parhuzamos, azt metsz6, rd merdleges egyenesek rajzolasa, szerkesztése. Metszd
egyenesek hajlasszogének megmeérése.

6. 1épés: Ala-, folérendelt fogalmak kialakitasa, fogalmi rendszerbe helyezés.
A sikbeli egyenesek kolcsonos helyzetének elemzése. A metszd és a parhuzamos fogalmak
komplementer jellegének, ill. a metsz6 ¢és a merdleges fogalmak hiererchikus
kapcsolatanak felismerése.

7. 1épés: Komplex fogalmi struktarak (szkémak) kialakitasa.
A sikban megismert kapcsolatok kiterjesztése a térelemekre. Nem csak egyenesek, hanem
szakaszok lehetséges kolcsonds helyzeteinek elemzése.

Vizualis szimbolumok

A geometriai fogalmak jeldlésére, szemléltetésére vizualis szimbolumokat hasznalunk. Ennek
elénye, hogy a rajz jol felidézi a fogalom tulajdonsagait, a fogalmak kozotti viszonyok jol
latszanak. Ugyanakkor hatranyt jelenthet az, hogy az dbrazolas kevésbé absztrakt, konkrétabb
szint, tehat az absztrakcié egy részét a tanuloknak maguknak kell elvégezni. Ezzel a
problémaval taldlkozunk a szakasz €s az egyenes fogalmanak megkiilonboztetésénél is, hiszen
rajzolni csak szakaszt tudunk.
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Koznyelvi jelentés

A Magyar értelmez0 kéziszotarban valamint az Etimoldgiai szotarban a vizsgalt matematikai

fogalmakkal kapcsolatban az alabbiakat talaljuk:

metsz:

— Eles eszkozzel levag valamit.

— Vés valamibe.

— metszoolld, metszéfog, metszo hideg, metszo fajdalom

parhuzamos:

— Osszetett sz0, parban+(huzamos = tartds), nyelvujitas kori matematikai-geometriai miiszé

— egyidejl (parhuzamos kozlekedés, parhuzamos beszéd)

— valamihez hasonlé (parhuzamos é¢életutak)

meroleges:

— ,,szarmazékszd, az elavult merdleg=fiiggéleges melléknév —s képzos alakja, nyelvijitas
kori tudatos szo6alkotés”

Tekintettel arra, hogy a tanulok a felsorolt szavakkal hamarabb taldlkoznak a mindennapi
¢letben, mint a matematikdban, nem hagyhatjuk figyelmen kiviil a hozzajuk kapcsolodo
jelentésarnyalatokat. A fogalmak tisztazatlansdgahoz mindezek mellett az is hozzéjarulhat,
hogy a magyarban a metsz6 és a merdleges szavak hasonld hangzastak.

Osszegzés

A tanulmanyban bemutatott fogalmak elemzése ravilagit arra, hogy a matematika, ezen beliil
a geometria tanitasa igen sok lehetOséget nyujt, ugyanakkor sok buktatét is rejt a tanulok
fogalmi gondolkodéséanak fejlesztési folyamataban. Mindezekre hivja fel a figyelmet az alabbi
két idézet 1s:

»--. a tanulas kezdetén kialakitott, nem megfeleld szkémak (fogalmi struktardk) a késobbi fogalmak
asszimilaciojat sokkal nehezebbé, esetleg lehetetlenné teszik.” (Skemp, 1975)

»Néha azért vezetiink be fogalmakat sziikebb tartalommal, mert annak a megértésére van még csak esély. A
fogalmi bévités, kiterjesztés azonban nem maradhat el.” (Szendrei, 2005)
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