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1. Az affin geometria axiémai

1.1. Illeszkedési axiomak, a Hilbert-féle illeszkedési tér

Nemdefinialt fogalmak: pont, egyenes és sik. Jelolje ezek halmazéat rendre E, L és P. A pont,

egyenes ¢s sik kozelebbi meghatarozasat mellozziik. Ehelyett a kozottiik 1évo un. illeszkedési relacio
(kapcsolat) szabélyait fogalmazzuk meg, mint axiémakat. Ha az illeszkedési relécié kielégiti az

(I1) Barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes

(I12) Bérmely egyenesre illeszkedik legaldabb két pont

(I3) Van harom nem egy egyenesre illeszked6 pont
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[4) Barmely harom nem egy egyenesre illeszked6 pontra illeszkedik egy és csak egy sik

I5) Egyetlen sik sem az iireshalmaz

I6) Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes is illeszkedik a sikra

(
(
(
(17

)
)
)
) Ha két siknak van kozos pontja, akkor tovéabbi k6zos pontjuk is van

(I8) Van négy nem egy sikra illeszked6 pont

illeszkedési axiémakat, akkor (E,L,P) egy tin. Hilbert-féle illeszkedési tér. Az (E, L) par Hilbert-
féle illeszkedési sik, ha (I1)-(I3) teljestil. Az elmélet kifejtése két szalon fut: egyrészt az axidmakbol,
illetve a mar bizonyitott allitasokbdl levezetheto allitasok megfogalmazasa, masrészt pedig a fogalmak
korének szélesitése a nemdefinialt fogalmak, illetve a mar definialt fogalmak felhasznalasaval.

1. Allitas. Két nem diszjunkt sik metszete egyenes.

Bizonyitas. A kovetkez6 axiémékra hivatkozunk:

I7. Ha két siknak van kozos pontja, akkor tovabbi kozos pontjuk is van

I1. Barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes

[6. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes is illeszkedik a sikra.

Tovabbi pontokat a két sik metszetében kizar

[4. Barmely harom nem egy egyenesre illeszkedé pontra illeszkedik egy és csak egy sik [

Az allitas megfogalmazasandl halmazelméleti terminolégiat hasznaltunk. Bar nem sziikségszer,
hogy az egyenesek és a sikok pontokbdl allo részhalmazok legyenek, a szemléletnek tett engedmény
megkonnyiti a fogalmazast.

1. Definicié. (térelemek kolcsonos helyzete: egyenesek) Két egyenest metszének nevezink, ha van
kézos pontjuk és nem esnek egqybe. Az egyenesek kitérdk, ha nincsenek egy sikban. Két egyenes
pdrhuzamos, ha eqy sikban vannak és nincs kozos pontjuk, vagy ha egybeesnek.

1. Feladat. Igazolja logikailag ekvivalens atalakitasokkal, hogy a parhuzamossidg a metszo, vagy

2. Definicié. (térelemek kolcsonos helyzete: sikok) Két sikot metszdnek neveziink, ha van kozos
pontjuk és nem esnek eqybe. Két sik parhuzamos, ha nincs kézos pontjuk, vagy ha egybeesnek.
1. Megjegyzés. Az 1. Allft4s szerint metsz6 sikok kozos része egyenes.

3. Definicid. (térelemek kolcsonos helyzete: egyenes és sik) Egy egyenes és eqy sik metszd, ha van
kozos pontjuk €és az egyenes mnem illeszkedik a sikra. FEqy egyenes és eqy sik pdrhuzamos, ha nincs
kézos pontjuk, vagy ha az egyenes illeszkedik a sikra.

2. Allitas. Egy Hilbert-féle illeszkedési tér minden sikja Hilbert-féle illeszkedési sik.
A bizonyitast illetéen 1d. [7].
1. Példa. (a minimélis modell) A Hilbert-féle illeszkedési tér minimalis modelljében
E={A B,C,D}, L={{A B},{A,C},{A, D} {B,C},{B,D},{C,D}},
P={{A, B,C},{A, B, D}, {A,C,D},{B,C,D}},

azaz az egyenesek a kételemi, a sikok pedig a haromelemil részhalmazok. (I8) szerint ennél keve-
sebb pontja nem lehet egy illeszkedési térnek. Az illeszkedési stk minimélis modellje a tér minimalis
modelljének sikja.

2. Feladat. Allapitsa meg a térelemek kolecsonos helyzetét a minimélis modellben.
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1.2. Az affin parhuzamossagi axiéma

Egy illeszkedési teret (illetve egy illeszkedési sikot) affin térnek (illetve affin siknak) neveziink, ha
teljesiil az in. affin parhuzamossagi axiéma (APP): megadva egy pontot és egy ra nem illeszked6
egyenest, létezik egy és csak egy olyan egyenes, mely illeszkedik az adott pontra és parhuzamos az
adott egyenessel.

1. Tétel. Egy affin tér minden sikja affin sik.

3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy

e ha egy egyenes parhuzamos egy sik valamely egyenesével, akkor parhuzamos magéaval a sikkal
is,

e ha egy egyenes parhuzamos az S sikkal, akkor az egyenesre illeszked6 barmely tovabbi sik vagy
parhuzamos az S sikkal, vagy az egyenessel parhuzamos egyenesben metszi az S' sikot,

e parhuzamos sikok transzverzilis sikja a sikokat parhuzamos egyenesekben metszi.

1. abra. A parhuzamossag tranzitiv

2. Tétel. A pdrhuzamossdg ekvivalenciareldicio az affin tér eqyeneseinek halmazdn; az dltala indukdlt
osztdalyokat irdnyoknak, vagy mdsodfaji sugdrsornak nevezzik.

Bizonyitas. A reflexivitds és a szimmetria nyilvanvalé. A tranzitivitds igazolasdhoz tegytik fel,
hogy a || b és b || c. Feladatunk annak bizonyitasa, hogy a || c. Feltehet8, hogy az a, b és ¢ egyenesek
paronként kiillonbozoek. Ellenkez6 esetben a tranzitivitas automatikusan teljesiil. Az a és c egyenesnek
nem lehet kozos pontja, mert akkor a kézos ponton keresztiil két, a b egyenessel parhuzamos egyenes
haladna, ami ellentmond az (APP) axiémanak. Mivel ¢ parhuzamos az S, sik egy egyenesével, ezért
parhuzamos az S, sikkal is. Két eset lehetséges: ¢ C Sy, vagy ¢ N Sy, = (0. Az elsd esetben az a
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és ¢ egyenesek nyilvanvaléan kozos sikban vannak, a masodik eset diszkusszidjahoz pedig valasszunk
egy C € c pontot (1. dbra). Mivel b parhuzamos az S,¢ sik egy egyenesével (ez éppen az a egyenes),
ezért parhuzamos az S,¢ sikkal is. A b egyenesre illeszked6 Sy sik tehat egy a C' pontra illeszkedo és
a b egyenessel parhuzamos egyenesben metszi az S,¢ sikot. Ez (APP) miatt nem lehet més, mint a ¢
egyenes: ¢ = S,c N She, azaz a és ¢ kozos sikban vannak. [J

1. Kovetkezmény. Megadva eqy pontot és eqy rd nem illeszkedd sikot, létezik eqy és csak eqy sik,
mely illeszkedik az adott pontra és parhuzamos az adott sikkal.

Bizonyitas. Legyen S az adott sik és vegylink fel egy az S sikot kifeszit6 metszo egyenespart.
Ezek tagjaival parhuzamos egyeneseket hiizva az adott ponton keresztiil, az altaluk kifeszitett sik
parhuzamos lesz az adott sikkal. Metszésvonaluk ugyanis parhuzamos lenne a metszd egyenespar
mindkét tagjaval a 3. Feladat eredményeinek alapjan. Az egyértelmiiség abbdl kévetkezik, hogy az
adott pontra illeszked6 parhuzamos sik tartalmazza a metszo egyenespar tagjaival parhuzamos és az
adott pontra illeszkedd egyeneseket. [

2. Kovetkezmény. A pdrhuzamossdg ekvivalenciarelicio az affin tér sikjainak halmazdn.

1.3. Az affin tér vektortérmodellje

Tekintsuk a rendezett valds szamharmasok vektorterét:
R® = {(z,y,2) | 2,9,z € R}.

A szemléletet segité volta miatt hasznélni fogjuk a formalis AB = B — A réviditést. Jegyezziik meg,

hogy B .
AB=CD & B—-A=D—-C & A+D=B+C.

A modell Pi(x1,y1,21) és Py(a, Yy, 22) pontokra illeszked egyenese
[:={P +tv]|teR},

ahol v = PP, az egyenes un. iranyvektora. A P; kezdGpontot az egyenes mentén szabadon eltol-
hatjuk, az irdnyvektor folott pedig nemzérus skaldrszorzé erejéig szabadon rendelkeziink. A (nem
kollinedris) P;, P, és P; pontokra illeszked6 sik

S={P +tv+sw|tsecR},

ahol v = Pl_PQ, w = Pl_Pg. A P, kezdépontot a stk mentén szabadon eltolhatjuk, a kifeszité vektorok
folott pedig nemzérus determindnsu matrixszorzé erejéig szabadon rendelkeziink:

v’ _ a11 a2 v det a1l a2 7&0
w' a91 G99 w )’ a1 A2 '

Igazolni fogjuk, hogy a modell két egyenese akkor és csak akkor parhuzamos, ha irdanyvektoraik
egymas (nemzérus) skaldrszorosai. Ebbél nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a modellben teljesiil az affin
parhuzamossagi axioma. A bizonyitdsra ratérve, legyen [y a P; pontra illeszkedd, v, irdnyvektoru,
Iy pedig a P, pontra illeszkedd, vy irdnyvektori egyenes és tegyiik fel, hogy v = Av;. Ha a két
egyenesnek P kozos pontja, akkor

ZQZ{P+tU2|t€R}:{P+tU1|t€R}:l1
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kovetkezik. Ha nincs kozos pontjuk, akkor Py, P, 4+ vy és P, nemkollinedris pontok, melyekre az
S={P +tv,+sP P |t,s€R} ={Py+tvy+sP P | t,s € R}

sik illeszkedik, hiszen a kezdépontot a stk mentén szabadon eltolhatjuk (t = 0,s = 1) és - feltevéstink
szerint - vo = Avy. Az s = 0 valasztas mellett egyfelol [y C S, masfeldl pedig l; C S kovetkezik. Az
egyenesek tehat egy sikban vannak, azaz [y || lo.

Megforditva, tegyiik fel, hogy [; és Iy kiilonb6z6 parhuzamos egyenesek (I3 = [ esetén a vy = Avy
Osszefliggés nyilvanvald). Mivel a P, pontra illeszkedd, vy irdnyvektori egyenes - az el6z6 eset szerint
- parhuzamos az [; egyenessel és kozos sikjuk!

S:{P1+tU1+SP1_P2|t,S€R},

kapjuk, hogy . . .
P2+U2 :P1+t2U1—|—82P1P2 = P1P2+U2 :t2U1+82P1P2 (1)

irhato bizonyos to, s valds szamok esetén. Ha sy = 1, akkor vy = tovy és készen vagyunk. Ha pedig
s9 # 1, akkor

- tov] — U
PP =212
1— S9
Felcserélve az egyenesek szerepét,
- t1U2 — U1
PPy = q_

ami azt jelenti, hogy

t2v1 — Vs tlvg—’Ul N tg 1 tl 1
= — — V1 — — — V2.
1—82 1—81 1—82 1—81 ! 1—81 1—52 2

akkor készen vagyunk, mig

tg 1 1_82
1—59 1—35; S l-s

esetén visszahelyettesitve az (1) egyenletbe:

- 1 - 1 1
P1P2+U2:1 U1+52P1P2 = P2+1 U2:P1—|— U1,

— S51 — So 1-— S1
ami azt jelenti, hogy az [; és [y egyeneseknek kozos pontja van - ellentmondas.

2. Megjegyzés. Jollehet a hdromdimenziés vektortérmodell barmely sikja modell az affin sik szama-
ra, az affin sik vektortérmodelljét ettdl fiiggetleniil is megkonstrualhatjuk a rendezett valds szamparok
R? vektorterébdl kiindulva. Egyik konstrukciénal sem lényeges, hogy a koordindtdk valds szadmok
legyenek. Hasznalhatunk tetszéleges K testet, sot elegend6é megkovetelni, hogy K csupan ferdetest le-
gyen. Ezek 1étezo altalanositasok, az irasmunkat azonban elbonyolitand a szorzas kommutativitasanak
feladdsa (ferdetest) [6].

TA kozos sik meghatdrozasa illeszkedési probléma és megoldésa felhaszndlhaté a parhuzamossaggal kapcsolatos
vizsgéalatainkban.




2. A Desargues-féle tételek

1. Lemma. Legyenek a, b és ¢ az affin tér kiulonbozd eqyenesei, melyek pdronként eqy sikban vannak.
Ekkor a kovetkezd esetek lehetségesek

e a, b ésc kozos sikban van,
e a, b és c pdrhuzamosak,

e a, b és c konkurrensek, azaz kozos pontban futnak ossze.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy az egyeneseket tartalmazd Sy, Spe és Sqe sikok paronként kiilonbozo-
ek és példaul b és ¢ metszik egymast a P pontban. Ekkor P € S, N S, = a ami bizonyitandé volt.
O

2. abra. A Desargues-tétel és az affin alak

3. Tétel. Ha a, b és ¢ konkurrens eqyenesek, A+ A’ € a, B+ B € b és C # C' € ¢ gy, hogy
(1) P < lAB N lA’B’; Q - lBC’ N lB’C’ és R = lAC’ N lA’C”; akkor P, Q, R kollinedris.
(ii) ZAB H lA/B’ €s lBC H lB’C’; akkor lAC H lA’O’-

Bizonyitds. A trivialis eseteket elkeriilendd, tegyiik fel, hogy A, B és C, illetve A’, B’ és ('
nemkollinearis pontharmasok és legyen D a megfeleld csticsokat 6sszekotd a, b és ¢ egyenesek kozos
pontja (pontra nézve perspektiv haromszogek). Vizsgaljuk el6szor azt az esetet, amikor az Sypc és
az Sa por sikok kiilonbozoek. Az (i) részallitas feltételei szerint a két stk metsz6 és mindhdrom pont
illeszkedik a metszésvonalra.

Ha S = Sapc = Sapcr, akkor vélasszunk egy E ¢ S pontot. Huzzunk parhuzamos egyene-
seket az lpp egyenessel az A', B’ és C' pontokon keresztiil és jelolje ezeket rendre o', b’ és ¢ (3.



abra). Nyilvanval6, hogy az lap egyenes metszi az o’ egyenest, hiszen ellenkezé esetben az a’ egyenes
parhuzamos lenne mind az [, mind pedig az [pg egyenessel. (APP) miatt tehdt lap = [pg, ami az
E pont valasztasanak koszonhetden nyilvanvald ellentmondés. Kapjuk tehéat az

A"=d Nlag, B"'=0Nlge, C"=Nlce

pontokat. Az lag, Ipg és lop egyenesek konkurrensek, A #£ A” € lgp, B# B" € lgp és C £ C" € lcg
ugy, hogy

Pelaypr Nlap Nlap, Q =lprcr Nlpe Nipe és R=1larcr Nlacr Nlac,

hiszen (példaul) lap, lap: és lanpr paronként kozos sikban vannak, de nem parhuzamosak és nincse-
nek kozos sikban. Az el6z6 lemma szerint ez azt jelenti, hogy kozos ponton haladnak &t (3. dbra).
Mivel az Sapc és az Savpncon sikok kiillonbozoek, alkalmazhato a kiilonbozé sikokra vonatkozé gondo-
latmenet: P, @, R kollinedris. Térjlink at a (ii) részallitas igazolasara. Ha az Sapc és az Sa/pcr sikok
kiillonbozéek, akkor parhuzamosak is, hiszen (ii) feltételei miatt olyan metsz6 egyenesparok feszitik
ki 6ket, melyek tagjai parhuzamosak. Az [4c és az [x¢o egyeneseket pedig kozos sikjuk metszi ki a
parhuzamos Sapc és az Sa g sikokbol. Ennélfogva a metszésvonalak maguk is parhuzamosak. Ha
pedig S = Sapc = Sapcr, akkor az E ¢ S segédpontot felvéve, a problémét visszavezethetjik a
kiilonbozo sikok esetére a mar latott médon. Jegyezziik meg, hogy az 1. Lemma mésodik esete 1ép
majd fel. A részletek atgondolasa hasznos gyakorléfeladat. [

3. abra. A Desargues-tétel

3. Megjegyzés. A 3. Tétel elso része a Desargues-tétel, masodik része pedig a Desargues-tétel affin
alakja (nagy Desargues-tétel) néven ismeretes.

4. Tétel. (a kis Desargues-tétel) Ha a, b és ¢ pdrhuzamos egyenesek, A # A" € a, B # B' € b és
C?é C'ec ﬁgy, hogy lap || larp €slpc H ZB’C’; akkor Lac H lacr.



4. abra. A kis Desargues-tétel

Bizonyitas. A trividlis eseteket elkeriilendd, tegyiik fel, hogy A, B és C, illetve A, B’ és C’
nemkollinearis pontharmasok. Ha az Sapc és az Sa e sikok kiillonbozoek, akkor parhuzamosak is,
hiszen a feltételek szerint olyan metsz6 egyenesparok feszitik ki oket, melyek tagjai parhuzamosak.
Az lac és az [ 4 egyeneseket pedig kozos sikjuk metszi ki a parhuzamos Sagc és az Sa g stkokbol.
Ennélfogva a metszésvonalak maguk is parhuzamosak. Tegytlik fel ezek utan, hogy S = Sapc =
Sa g és okoskodjunk indirekte: tekintsiik az A’ pontra illeszked6 és az [4¢ egyenessel parhuzamos
I' egyenest, mely - indirekt feltevésiink értelmében - kiilonbozik az [4c egyenestol (4. dbra). Az
lac és az l' egyenesek parhuzamossdga segitségével megkonstrualjuk a Desargues-tétel affin alakjihoz
tartozé konfiguraciot (1d. az AB"CA és az A'B'C" /A haromszogeket). Ennek részleteit ismertetjiik
a tovabbiakban. (APP) miatt I’ és Ipc biztosan metszdk, ami maga utén vonja, hogy I’ metszi az
Ipcr egyenest is egy C’'-tél kiilonb6z6 pontban. Ennélfogva a C” =1’ N g/ metszéspont nem eshet
az locr egyenesre. Mivel C” & loor, ezért az oo és az la4 egyenesek szintén metszik egymast egy
D pontban. Végiil tekintsiik az lgp és az lap egyenesek B” metszéspontjat?. Van tehdt harom
konkurrens egyenesiink, nevezetesen

laas loer, lprp,

melyek a D pontban metszik egymadst, tovdbba lap» || lap (hiszen A, B, B” kollineéris és lap || lap)
és lac || laren = U'. Alkalmazva a Desargues-tétel affin alakjat, azt kapjuk, hogy lgrc || lpcr = lpicr,
hiszen B’, C" és C" kollinedris. (APP) szerint tehat (gc = lgc, ami a B” = B ellentmondéshoz
vezet, tekintettel arra, hogy laa || Ipp. O

2.1. A Moulton-féle affin sik

Az affin stk Moulton-féle modellje vildgossa teszi, hogy a Desargues-féle tételcsalad egyik tag-
ja sem igazolhaté pusztdn az affin sik axiéméi segitségével. A bizonyitdsban szereplé E ¢ S pont

2Ut6bbi létezése abbdl kivetkezik, hogy az egyenesek parhuzamossiga esetén - (APP) szerint - lg'p = la/ps, azaz
A" =D € lcer, ami azt jelenti, hogy C € la:c = I'. Ezt azonban kizdrja az I’ egyenes megvalasztdsa.



valasztasanak nincs alternativéja a sitkon. A széban forgd modell pontjai az R? valés koordintasik
elemei. A szokasos értelemben vett egyenesek koziil a koordinatatengelyekkel parhuzamos és a ne-
gativ iranytangensii egyenesek a Moulton-féle sik egyenesei is, mig a szokasos értelemben vett pozitiv
irdnytangensii egyenesek megtornek a koordinatatengely mentén az

y=ar+b (y>0), y=2ax+0b) (y<O0)

képleteknek megfeleloen - utébbiak a Moulton-féle affin sik egyenesei a pozitiv iranytangensii egye-
nesek helyett. Az alabbi konfiguraciék mutatjak, hogy a modellben nem teljesiilnek a Desargues-féle
tételek. Specialisan: a Moulton-féle affin sik nem agyazhato be egy affin térbe.

e (Moulton-féle affin sik vs. Desargues-tétel) A = (—1,0), B = (—1,—1), C = (0,—1), A’ = (2,0),
B = (4,2) és C'" = (0,5) esetén D = (0,0) és P = (—1,—6), Q@ = (8,—1), R = (4, —5) nem
kollinedaris a Moulton-féle affin sikban,

5. abra. Moulton-féle affin sik vs. Desargues-tétel

e (Moulton-féle affin sik vs. a Desargues-tétel affin alakja) A = (—1,0), B = (=1,—-1), C =
(0,—1), A = (2,0), B = (2,1) és C" = (O,l) esetén D = (0,0), lAB || ZA’B’ és ZBC H lB’C’7 de
lac és Ly metszik egymast az R = (—4,3) pontban,

e Moulton-féle affin sik vs. kis Desargues-tétel) A = (1,1), B = (4,1), C = (5/2,3), A’ =
(1,=5/2), B' = (4,—5/2) és C" = (5/2,—1/2) esetén a megfeleld csicsokat Osszekotd vertikalis
egyenesek nyilvan parhuzamosak és ugyanez all a horizontélis [ag és 4/, tovabba a negativ
iranytangenst o és lgcr egyenesekre. Ennek dacara az [ 4o és az [ 4 Moulton-féle egyenesek
metszik egymast az alsé félsikban.

2.2. Az affin sik vektortérmodellje

Az affin sik Moulton-féle modelljével szemben az affin sik vektortérmodelljében teljestilnek a
Desargues-féle tételek, hiszen R? a szokdsos egyeneseivel és illeszkedéssel ellatva bedgyazhatd az
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R3 = R? x R affin térbe (1d. az affin tér vektortérmodellje). A vektortérstruktira és a Desargues-féle
tételek kapcsolatardl - valgjaban ekvivalenciajarol - még szé lesz a tovabbiakban.

4. Feladat. Adjon belsé geometriai bizonyitast a Desargues-féle tételekre az affin sik vektortérmo-
delljében.

Utmutatds. A bels§ geometriai bizonyitds azt jelenti, hogy nem hivatkozunk a bedgyazé affin
térre. Példaul a Desargues-tételben ismertetett konfiguracié vektoralgebrai leirasa

DA’ = A\DA, DB’ = uDB, DC' = vDC,

ahol a skaldarok egyike sem zérus. Fejezziik ki az [ap és az [ 4 g egyenesek metszéspontjanak D pontra
vonatkozo helyvektorat, azaz oldjuk meg a

DA +tAB = DA + sA'B/
vektoregyenletet:
DA+t (D79 _ DM) — ADA+ s (usz _ ADM) ,
(1—t—A+s\) DA+ (t —su) DB = 0.
Mivel a szerepl6 vektorok nem egymas skalarszorosai (linedrisan fiiggetlenek), ezért
1—t—A+sA=0,t—su=0,

aminek a megoldasa
A1 L A—1

Jegyezziik meg, hogy \ # p, hiszen az l4p és az [ 4 g egyenesek nem parhuzamosak. Kovetkezésképpen

S

DP = DA + NF[B.
— K

Hasonldéan .
DQ =DB+ 2" BC,
—v
DR =DC+ )\ CA=DA—-CA+ X CA=DA+ () —1|CA=
V— A V— A vV— A
pa+ (1-2 "2 do = pa+ (1-22=1) 4B+ BOY.
V—A V—A

Kiilonbségvektorokat képezve

PQ = D~ DP = (1 p) (ﬁAﬁ—MiVB@),

PR—pR-_pp— A= Dw=n) (A 5 v g,
v—A A— U n—v

ahonnan nyilvanvald, hogy PZQ és PR egymas skaldrszorosai.
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3. Affin transzformaciék, nytdjtasok: transzlacidok és homoté-
ciak

4. Definicié. Az affin tér eqy onmagdra valo kélecsonosen egyértelmi leképezését affin transzformd-
cionak nevezziik, ha egyenes- és siktarto. Egy affin transzformdcio nyijtdas, ha minden egyenest egy
vele pdrhuzamos egyenesbe visz.

Konnyen lathatd, hogy az affin transzforméciék parhuzamossigtarték, azaz ha két egyenes, egy
egyenes és egy sik, vagy két sik parhuzamos, akkor affin képeik is parhuzamosak. Az affin transz-
formacidok csoportot alkotnak a leképezéskompozicié miveletére nézve. Figyelembe véve, hogy a
parhuzamosséag ekvivalenciarelaci6 (1d. tranzitivitds) az is igaz, hogy a nytjtdsok csoportot alkotnak
a leképezéskompozicié miiveletére nézve (részcsoport az affin transzforméciéesoportban).

5. Feladat. Igazolja, hogy egy nyujtas minden sikot egy vele parhuzamos sikba visz.

Utmutatds. Tekintsiink egy a sikot kifeszitd metszd egyenespart; az egyenesek nyujtas altali képei
(melyek parhuzamosak az eredeti egyenesekkel) feszitik ki a képsikot.

5. Tétel. (a nyujtasok fixponttétele) Fgy p:E — E nem identikus nyijtasnak legfeljebb egy fizpontja
van. Ha P fizpont, akkor a P pontra illeszkedd valamennyi eqyenes a nyujtds invaridns egyenese, mig
ha P nem fizpont, akkor a P pontra illeszkedd egyetlen invaridns egyenes Ipy(p).

Bizonyitds. Ha P fixpont és P € [, akkor ¢(l) a P = ¢(P) pontra illeszkedé és az | egyenessel
parhuzamos egyenes, azaz | = ¢(l). Ha P nem fixpont, de illeszkedik az invaridns [ egyenesre, akkor
©(P) € o(I) =1, azaz | = lpyp). Megforditva, az | = Ip,py egyenes nyilvanvaléan invaridns, hiszen
©(P) kozos pontja a parhuzamos [ és p(l) egyenesnek. Ha pedig P és @) fixpontok, | = lpg, akkor
barmely R ¢ [ esetén

R=1prN lQ R

ugyancsak fixpont, hiszen a fixpontokra illeszkedd, és ezért invarians egyenesek egyértelmiien meg-
hatdrozott metszéspontja. Az lpg egyenes tovabbi pontjairdl ezek utan (példaul) P és R segitségével
lathatjuk be, hogy fixen maradnak, azaz a nytjtas identikus transzformacié. [J

5. Definicid. Egy fixzpontmentes nyujtast transzlacionak, vagy eltoldsnak nevezink, mig O centrumi
homotécidn, vagy kozéppontos hasonlosagon olyan nyijtdst értunk, melynek O az egyetlen fizpontja.
Az identikus transzformdciot eqyidejiileg tekintyik transzldcionak €s tetszéleges centrumai homotécianak
18.

3. Allitas. Egy nem identikus 7: E — E transzldcio invaridns eqyeneseinek halmaza mdsodfaji sugdr-
sor, azaz irdny; ezt az iranyt nevezzik a transzldcio irdnydnak. Eqgy nem identikus 6: & — E homotécia
invaridns egyeneseinek halmaza elséfaji sugdarsor, melynek elemei a centrumra illeszkedd egyenesek.

Bizonyitas. Az invaridns egyenesek [p.(p) alakban vehetdk fel; ha @ ¢ pr(P), akkor az lp,(p) és az
lor(q) egyeneseknek nem lehet kozos pontja, hiszen egy ilyen pont - invaridns egyenesek metszéspont-
jaként - fixpont lenne. Mivel - definicié szerint - Ipg parhuzamos az [-(p)-(q) egyenessel, ezek kozos
sikja egyben az lp;(p) és az lg-(q) egyenesek kozos sikja is, azaz [pr(p) I lor(@)- A homotécidkkal
kapcsolatos észrevételiink nyilvanvalo. [
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6. abra. Transzlaciok

6. Tétel. (a transzldcidk egzisztencia- és unicitéstétele) Ha P és P’ az affin tér két, nem feltétlenil
kiilonbézd pontja, akkor egqy és csak egy olyan T7:E — E transzldcio létezik, melyre P' = 7(P).

Bizonyitdas. Ha P = P’, akkor nyilvanvaléan az identikus transzformaciérél van sz, hiszen ez az
egyetlen transzldcié, melynek van fixpontja. Most tegyiik fel, hogy P # P’ és 7(P) = P’. Tekintsiik az
[ := lpp invaridns egyenest és valasszunk egy @) ¢ [ pontot. Mivel egy transzlaci6 invaridns egyenesei
masodfaji sugarsort (iranyt) alkotnak, ezért log || lppr, tovabba - definicié szerint - lpg || lpqr-
Vegyiik észre, hogy ezzel egy szerkesztési eljarast adtunk a @ pont eléallitasara: Q' a @ ponton &t
az | invarians egyenessel hizott parhuzamos és a P’ ponton &t az lpg egyenessel hizott parhuzamos
metszéspontja (paralelogramma-szabély, 6. dbra). Hogyan mozognak az [ invaridns egyenes pontjai?
Legyen X € [ tetszbleges és szerkesszilkk meg az X' pontot ezittal az egymdasnak megfelel6 (Q, Q')
rendezett pontpar segitségével. Ellendrizendd, hogy X’ nem fiigg a Q) ¢ [ segédpont vélasztasatol.
Ebbdl a kivant transzlacio egzisztencidja és unicitasa is kovetkezik, hiszen a szerkesztési eljaras explicit
modon definidlja. Legyen tehdat R ¢ [ egy tovébbi segédpont. Ha P, @ és R nem kollinedris, akkor
alkalmazzuk a kis Desargues-tételt a PQRA és a P'Q'R'A haromszogekre, ahonnan lor || lor
kovetkezik. Kollinedris ponthdrmas esetén az egyenesek parhuzamossdga automatikus a @' és R’
pontokra vonatkozé szerkesztési eljardas alapjan. Ennek birtokdban a nem kollinearis X, @) és R,
illetve a megfelel6 X', @' és R’ pontokra alkalmazott kis Desargues-tétel szerint Ixg || Ixr. Ez
azt jelenti - szabadon fogalmazva -, hogy az X, X', R, R’ pontok altal meghatarozott alakzat egy
paralelogramma. Kovetkezésképpen az (R, R') par altal a paralelogramma-szabdaly szerint konstrudlt
képpont egybeesik az X’ ponttal. Ha pedig X, @ és R kollinearisak, akkor Ixr = Ixq || Ix/¢' = Ix/r és
a bizonyitds a paralelogramma-szabdlyra hivatkozva fejezhetd be - a menet kozben igazolt lgr || lo/r:
parhuzamossdg mutatja, hogy valéban (fixpontmentes) nyujtasrél van sz6. O

7. Tétel. A transzldiciok kommutativ csoportot alkotnak a leképezéskompozicio miveletére nézve.

Bizonyitas. Ellenorizendd, hogy transzlacidk kompozicidja transzlacié: tegyiik fel, hogy a 7 o 7
nyudjtasnak van fixpontja, azaz

mnor(P)=P = 7(P)=rm"(P),
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ahonnan az egzisztencia- és unicitéstételre tekintettel 7, = 7, ' kdvetkezik. Kapjuk tehdt, hogy fixpont
létezése esetén a transzlacidk kompozicidja az identikus transzformacio, ami maga is transzlacié. Ha
nincs fixpont, akkor pedig - a transzlaciok definiciéja alapjan - készen vagyunk. A tovabbiakban a
kommutativitas ellenorzésével foglalkozunk. Legyenek 7 és 75 kiilonboz6 irdanyt transzlaciok, P € E,
P = 1(P) és Py = 1(P). A paralelogramma-szabaly szerint

TzOTl(P) =T1 OTQ(P),

ami az egzisztenicia- és unicitastétel alapjan azt jelenti, hogy o1 = 7075, Ha a transzlaciok iranya
egybeesik, akkor valasszunk egy olyan 73 transzlaciot, melynek iranya kiilonbozik a 71 és 7 transzlaciok
kozos iranyatdl. Alkalmazva a kommutativitast a kiillonbozo irany transzlaciok kompoziciéja esetében

(mom)om=m0(npom)=(nRom)on =mo(r3om)=

7'20(7'107'3):(7'207'1)07'3 = T10Tg = T2 0Ty,

ami bizonyitandé volt. [J

8. Tétel. (a homotécidk egzisztencia- és unicitdstétele) Ha O, P és P’ az affin tér kollinedris pontjai,
O # P és O # P, akkor eqy és csak eqy olyan O centrumi §:E — E homotécia létezik, melyre
P =§(P).

Bizonyitds. Ha P = P’, akkor nyilvdnvaléan az identikus transzformaciérdl van szé. Most tegyiik
fel, hogy P # P’ és §(P) = P’. Tekintsiik az | := lpp invaridns egyenest és valasszunk egy ) & [
pontot. Mivel egy homotécia invarians egyenesei elsofaju sugarsort alkotnak, melynek elemei az
O pontra illeszkedd egyenesek, ezért O € lgg, tovabba - definicié szerint - Ipg || lprg. Vegylik
észre, hogy ezzel egy szerkesztési eljarast adtunk a @' pont elGallitasara: Q' az lpg egyenes és a
P’ ponton &t az lpg egyenessel hiizott parhuzamos metszéspontja. Hogyan mozognak az [ invaridns
egyenes pontjai? Legyen X € [ tetszbleges és szerkessziik meg az X' pontot ezuttal az egymésnak
megfelel6 (Q, Q') rendezett pontpar segitségével. Ellendrizendd, hogy X’ nem fiigg a @ ¢ [ segédpont
valasztasatol. Ebbdl a kivant homotécia egzisztenciaja és unicitdsa is kovetkezik, hiszen a szerkesztési
eljaras explicit médon definidlja. A bizonyitas 1épésrol 1épésre megegyezik a transzlaciékra vonatkozo
tételben latottakkal. Az egyetlen formalis kiilonbség, hogy ezittal a Desargues-tétel affin alakjat kell
alkalmaznunk. A részletek atgondoldsa hasznos gyakorlofeladat. [

4. Allitas. Legyen O € E rogzitett pont; az O centrumi homotécidk csoportot alkotnak a leképezés-
kompozicio miveletére nézve.

3.1. Transzlaciok és homotéciak a vektortérmodellben
Barmely (P, P’) pontpar esetén a
7 R* 5 R, 7(X) = X + PP

leképezés az az egyértelmilen meghatarozott transzlacié, mely a P pontot a P’ pontba viszi. Nyilvan-
valé ugyanis, hogy 7 kolesonosen egyértelmii és kozvetlen behelyettesitéssel kapjuk, hogy az X pontra
illeszkedd, v irdanyvektoru egyenes képe a 7(X) pontra illeszkedd, v irdnyvektoru egyenes. Ez azt
jelenti, hogy 7 egyenestarté és minden egyenest egy vele parhuzamos egyenesbe visz. Vegytik észre
azt is, hogy az X pontra illeszkedd, v és w vektorok altal kifeszitett sik képe a 7(X) pontra illeszkedd,
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v és w vektorok altal kifeszitett sik, azaz 7 siktarté (specidlisan: minden sikot egy vele parhuzamos
sikba visz). Legyenek O, P és P a vektortérmodell kollinearis pontjai, O # P és O # P'. Ha t az

P =0 +tOP, azaz OP' =tOP
osszefliggéssel meghatarozott nemzérus skalar, akkor a
5:RP = R3 6(X) =0 +t0X

leképezés az az egyértelmiien meghatarozott O centrumi homotécia, mely a P pontot a P’ pontba
viszi. Nyilvanvalé ugyanis, hogy 0 kolcsondsen egyértelmii és kozvetlen behelyettesitéssel kapjuk,
hogy az X pontra illeszkedd, v irdnyvektori egyenes képe a §(X) pontra illeszkedd, v irdnyvektori
egyenes. Ez azt jelenti, hogy  egyenestart6 és minden egyenest egy vele parhuzamos egyenesbe visz.
Vegyiik észre azt is, hogy az X pontra illeszkedd, v és w vektorok altal kifeszitett sik képe a 0(X)
pontra illeszkedd, v és w vektorok &ltal kifeszitett sik, azaz § siktarté (specidlisan: minden sikot egy
vele parhuzamos sikba visz).

4. Szabadvektorok

Legyenek A és B az affin tér pontjai és jelolje 745 azt az egyértelmiien meghatarozott transzlaciot,
mely az A pontot a B pontba viszi.

5. Allitas. A rendezett pontpdrok halmazdn értelmezett
(A,B) ~ (C,D) < Tap="Tcp
relacio ekvivalenciareldcio, melynek osztalyait szabadvektoroknak nevezzik.
Bizonyitas. Az ekvivalenciarelaciét definial6 mindharom tulajdonsag nyilvanvalé. O
6. Allitas. (4,B) ~ (C,D) < (A,C)~ (B,D)
Bizonyitas. Ha 74g = 7¢p, akkor
TAC = TBC © TAB = TAB ©TBC = TCD © TBC = TBD;

ahol az elso, illetve utolsé 1épésben az Osszeflizési szabalyra, kozbiil pedig a transzlacidcsoport kom-
mutativitasara tamaszkodunk. A megfordités igazolasa hasonlé:

TAB = TCB 9 TAC = TAC ©TcB = TBD © T¢B = TCD,

ami bizonyitando volt. [

A transzlacidk egzisztencia és unicitastétele alapjan barmely szabadvektor barmely kezdSpontbdl
egyértelmiien reprezentdlhatd. Ha példdul (A, B) az a szabadvektor reprezenténsa, akkor a C' kezdé-
pontu reprezentans (egyértelmilen meghatarozott) végpontja D = 145(C).

7 A [szabad]vektor tulajdonképpen ugyanaz, mint az eltolas [transzlaci|, csak éppen a vektoroknal
és az eltolasokndl mds a széhaszndlat” (H. Weyl). Tekintettel arra, hogy a transzlaciock kommutativ
csoportot alkotnak a leképezéskompozicié miiveletére nézve, a szabadvektorok korében is bevezetheto
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az ennek megfelel§ kommutativ miivelet, a szabadvektorok osszeaddsa. Ha (A, B) az a szabadvektor

reprezentansa, akkor
T:aw— T(a) =Tap (2)

egy joéldefnialt, kolesonosen egyértelmii leképezés a szabadvektorok halmaza és a transzlaciok kommu-
tativ csoportja kozott. Ebben a kontextusban az a és b szabadvektorok ¢sszegén azt az egyértelmiien
meghatarozott a + b szabadvektort értjik, melyre

T(a+b)=T(a)oT(b).

Mivel barmely szabadvektor barmely kezd6pontbdl egyértelmiien reprezentélhato, legyen (A, B) az a,
(B, C) pedig a b szabadvektor reprezentdansa. Ekkor

T(a) OT(b) = TABOTBC = TBC ©TAB — TAC-
6. Definicid. (6sszeflizési-, vagy paralelogramma-szabdly) Az (A, B) és a (B, C) reprezentdnsi sza-
badvektorok dsszegén azt a szabadvektort értjik, melynek reprezentinsa (A, C).
Konnyu latni, hogy a vektorosszeadas fiiggetlen a reprezentansok megvalasztasatol: Tap = Tapr
és Tgc = Tm/or ugyanis nyilvanvaléan maga utan vonja, hogy
TAC = TBC ©TAB = TB/Cc’ O TA'B = TA'CY,

azaz (A,B) ~ (A", B') és (B,C) ~ (B',C") maga utan vonja, hogy (A,C) ~ (A", C"). A zérusvektor
reprezenténsai az (A, A) alaku parok, melyeknek az identikus transzformacié felel meg. Az a szabad-
vektor additiv inverzének reprezentansa pedig (B, A), hiszen

TBA © TAB = TAA,
ami az identikus transzformécio.

7. Definicid. Legyen O egy tetszdlegesen rogzitett pontja a térnek, § pedig eqy O centrumi homo-
técia. Az (A, B) reprezentdnsi szabadvektornak a § homotécidval vett szorzatdin a (6(A),d(B)) repre-
zentansu szabadvektort értjuk. Bevezetve a

do:E = E, 6(P)=0
eldirassal értelmezett un. elfajuld homotécidt, legyen &y - a = 0 bdrmely szabadvektor esetén.

A definicié hatterében az 4ll, hogy a d o T4p o 6! konjugalt leképezés transzlacié. Mindenesetre
nyujtas, hiszen nyujtasok kompozicidja. Ha nincs fixpontja, akkor készen vagyunk. Ha pedig van
fixpont, azaz

SoTagod Y(P)=P,
akkor d~1(P) fixpontja a transzldciénak. Ez azt jelenti, hogy T4p az identikus transzformdcié a
doTapgod! leképezéskompoziciéval egyetemben. Kissé egyszertisitve a formalizmust, azt is frhatjuk,
hogy
§0Tapod ! = T5a6m)
hiszen
S§orapod ' (6(A)) =d(B).

A szabadvektorok homotécidval valé szorzéasa tehat azon az egyetlen lehetséges médon van értelmezve,
melyre

T(5-a)=00T(a)od . (3)

A (3) formula mutatja, hogy a homotéciaval val6 szorzas fiiggetlen a reprezentdnsvélasztastol.
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7. abra. Projekciok

8. Definicid. Legyen O egy tetszédlegesen rogzitett pontja a térnek. Ha 61 és 0o két O centruma, eset-

leg elfajulo homotécia, akkor osszegiikon azt az egyértelmien meghatdrozott O centrumi & homotécidat
ertyuk, melyre

51-a+52-a:(5-a (4)

teljesul barmely szabadvektor esetén.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy a (4) formula értelmes médon definidlja a homotéciak Gsszegét.

2. Lemma. Legyen az O € E pont rogzitett és tekintsik az Sonn stknak az lyn egyenessel pdrhuza-
mos

. SOMN — lON

vetitését az lon egyenesre. Ekkor (A, B) ~ (C, D) maga utdn vonja, hogy
(x(A),7(B)) ~ (x(C), 7(D))
Bizonyités. Tegyiik fel, hogy (A, B) ~ (C, D) és az {rasmunkét egyszeriisitendd, vezessiik be az
A'=x(A), B =n(B), C'=x(C), D' =n(D)

jeloléseket. Legyenek tovabba a, b, ¢ és d a megfelel6 pontokra illeszkedo és az [y egyenessel
parhuzamos vetitéegyenesek. Mivel Tap(a) = b és Tap(a) = b, ezért az a egyenes invaridns egyenese
a T = T;,lB, o T4p transzlacionak és ugyanez all a b, ¢ és d egyenesekre is, hiszen egy transzlacio
invarians egyenesei méasodfaju sugdrsort (irdnyt) alkotnak. Kapjuk tehat, hogy

TAB(CL) = TA/B/(CL), TAB(b) = TA/B/(b), TAB(C) = TA/B/(C), TAB(d) = TA/B/(d).

Felhasznélva a rendezett pontparok ekvivalenciajat
Tep(c) = Tap(c) = Tap(c) = d=71ap/c),
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specidlisan pedig 745/ (C") = D’ kovetkezik, hiszen [ p invaridns egyenese a transzldciénak:
Cl = lA’B’ Nc = TA/B/(C,) = TA’B’(ZA’B’) N TA/B/(C) = ZA’B’ M d = D/.

Mivel egy transzlacié hatasat egyetlen pont képe meghatarozza, ezért 745 = 70/p/, ami azt jelenti,
hogy a vetiileti pontparok ekvivalensek egymassal. [J
Az el6z6 lemma birtokdban értelmes modon bevezethetjilk az Sppsn sikban reprezentalhatéd sza-
badvektorok
ma— m(a) (5)

projekcidjat, ahol a képvektor reprezentansa (mw(A), w(B)), feltéve, hogy (A, B) az a vektor repre-
zentansa. Az frasmunkét egyszertsitendd, nem vezetiink be megkiilonbozteté szimbdlumot: argu-
mentumatol fiiggden, m a sik egyenesre vonatkozé, illetve a sikban reprezentalhato vektoroknak az
egyenesen reprezentalhatd vektorokra vonatkozd projekcidjat jelenti. A reprezentansok segitségével
konnyen ellenérizhetjiik, hogy az (5) projekcié additiv:

m(a+b) =n(a) + m(b). (6)

3. Lemma. Ha § egy O centrumi homotécia, akkor m(0-a) = §-m(a) bdarmely a szabadvektor esetén.
FEkvivalens modon: mod = 0 o, azaz & kommutdl a projekcioval.

Bizonyitas. A homotécidkra vonatkozo képszerkesztési eljarast és a projekcid értelmezését figye-
lembe véve a mod = §om kommutdlasi tulajdonsdg konnyen ellendrizhetd?® (alkalmazzuk a Desargues-
tétel affin alakjat). O

Ezeknek az el6késziileteknek a birtokdban most mar ramutathatunk arra, hogy a (4) képlet
értelmes médon definidlja két, kozos centrumi homotécia Gsszegét. Legyen O a homotécidk kozos
centruma és reprezentéljuk a szabadvektorokat (O, A) alaki rendezett parokkal. A (4) képlet bal
oldala ekkor egy

GE—E, A—o(A4)=A

leképezést hatdroz meg, ahol (O, A’) a d;-a+d,-a vektor reprezentansa, feltéve, hogy (O, A) az a vek-
tor reprezentdnsa. Mivel a d; - a és a d; - a vektoroknak megfeleld 705, (4) €s Tos,(4) transzlacidk irdnya
koz6s (éppen az lpa egyenes altal reprezentalt irdny), ezért kompoziciéjuk irdnya is ugyanez, végsé
soron tehét az osszegvektor az lpa egyenesen reprezentalhato, azaz O, A és A’ kollinedris. Kovetkezo
meggondolasaink az Sopsn stkra vonatkoznak és a szereplé homotéciak sikra vald lesziikitéseivel dol-
gozunk. Emlékeztetiink ra, hogy az Sopn sik invarians, hiszen tartalmazza a kozos O centrumot. A
projekcio additivitasa és a kommutalasi tulajdonsag miatt

(0 -a+0y-a) =m(0y-a) +7m(de-a) =6y - w(a) + b9 - w(a),
ami azt jelenti, hogy 0 kommutdl a 7 projekcioval. Az N € Soyn pont képe tehat
N' = 6(N) = § o 7(M) = 7 0 5(M) = m(M),

vagyis N’ a kollinearis O, M és M’ pontok altal egyértelmiien meghatdrozott, hiszen az [y egyenesnek
és az [y egyenessel parhuzamos, M’ pontra illeszked6 egyenesnek a metszéspontjardl van szé - éppen
a homotéciakra vonatkozo szerkesztési eljaras szerint.

3 Jegyezziik meg, hogy az Sonrn sik invaridns sikja a homotécidnak, hiszen tartalmazza a centrumot; a kommutaldsi
képletben értelemszertien a homotécia sikra valé megszoritasa szerepel.
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9. Tétel. [6] Az O centrumi homotécidknak az elfajulé homotécidval kibdvitett halmaza ferdetestet
alkot a bevezetett osszeaddsra és a leképezéskompozicio, mint szorzds miveletére nézve, mely izomorfia
erejéig fuggetlen az O pont megudlasztdsdtol.

Az O centrumu homotéciak halmaza a leképezéskompozicié, mint szorzas miveletére nézve cso-
port. A leképezéskompozicié azonban tipikusan nem kommutativ mivelet - erre utal a ”ferde” jelzo.
Az Osszeadds és a szorzas miveletét Osszekapcesolja a bal-, illetve jobboldali disztributivitas:

510(52+53):51052+51053, (52+53)051:52051+53051.

Az O centrumu homotécidknak az elfajulé homotéciaval kibévitett halmaza pedig kommutativ csoport
az Osszeadds miiveletére nézve. A (4) formula alapjan nyilvanvald, hogy a &y elfajulé homotécia jatssza
a zéruselem (nulla) szerepét. Rogzitve egy tovdbbi O’ pontjat a térnek, a

5+ 8 = To0r 00 0THh
leképezés ferdetest-izomorfizmus az O centrum, illetve az O’ centrumu homotécidk elfajulé homotéci-
aval bovitett halmaza kozott.
4. Megjegyzés. A 0 homotécia additiv inverzét a
0+ X = do
egyenlet formélis megoldésaval kapjuk, nevezetesen a
(—=0)-a=—(0-a) (7)

formula definidlja. Ellendrizendd, hogy valéban O centrumi homotécidrdl van szé. Kovetve a (4)
képlet kapcsdn latott gondolatmenetet, reprezentaljuk a szabadvektorokat (O, A) alaki rendezett
parokkal. A (7) képlet jobb oldala ekkor egy

S E—E, Ars —5(A) = A’

leképezést hataroz meg, ahol (O, A") a —(0 - a) vektor reprezentansa, feltéve, hogy (O, A) az a vektor
reprezentansa. A tovabbiakban a projekcié additivitasabdl kovetkezo

n(a) =m(a+0)=n(a)+7(0) = =(0)=0,

illetve
m(—a) = —(a)
azonossagokra is sziikségiink lesz. Mivel a —(d - a) vektornak megfeleld 7'551( A) = To(A)0 és a Toa
transzlaciok iranya kozos (éppen az lp4 egyenes altal reprezentalt irdny), ezért az additiv inverzvektor
az lpa egyenesen reprezentalhatd, azaz O, A és A’ kollinedris. Kovetkez6 meggondolasaink az Soyn
sikra vonatkoznak és a szereplé homotécia sikra valo lesziikitésével dolgozunk. Emlékeztetiink ra, hogy
az Soumn sik invarians, hiszen tartalmazza az O centrumot. A projekcié additivitasa és a kommutalasi
tulajdonsag miatt
m(—(d-a)) = —m(5-a) = —(0 - m(a)),
ami azt jelenti, hogy —d kommutal a 7 projekciéval. Az N € Sopn pont képe tehat
N' = =6(N) = =3 o 7(M) = m(~5(M)) = =(M"),

vagyis N’ a kollineraris O, M és M’ pontok altal egyértelmilen meghatarozott, hiszen az oy egyenes-
nek és az [y egyenessel parhuzamos, M’ pontra illeszked egyenesnek a metszéspontjarol van szo -
éppen a homotécidkra vonatkozé szerkesztési eljaras szerint.

18



10. Tétel. A szabadvektorok baloldali vektorteret alkotnak az O centrumi homotécidk elfajulo ho-
motécidaval bovitett halmaza, mint ferdetest felett, azaz a szabadvektorok halmaza az 6sszeaddsra nézve
kommutativ csoport és a homotécidval valo szorzdas rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

ej-(at+b)=d-a+d-b,
e (51 +d)-a=d-a+d-a,
e (100y)-a=20;-(0y-a),
e l-a=a,
ahol az 1 szimbolum az identikus leképezést jeloli.

A fejezet lezarasaképpen megmutatjuk, hogy ha az O, A, B és C pontok altalanos helyzetiiek,
azaz nincsenek egy sikban, akkor az (O, A), (O, B) és (O, C) rendezett pontparokkal reprezentalt a, b
és c vektorok a vektortér bazisat alkotjak. Segitségiikkel tehat minden d szabadvektor egyértelmiien
irhato fel a

d:51-a+52-b+53-c (8)

alakban (linedris kombindcié). Legyen d az (O, D) pontpérral reprezentélt vektor. Szemléletesen
szolva a (8) formula jobb oldala egy az O pontbdl a D pontba futé (irdnyitott) térdttvonallal repre-
zentalhatd, melynek élei parhuzamosak a szerepl6 a, b és ¢ vektorokkal. Ennek szellemében kovessiik
a paralelepipedon-szabalyt (8. dbra):

e vetitsiik a D pontot az Spap sikkal parhuzamosan az loc egyenesre (C” pont),

e a D pontot az lpc egyenessel parhuzamosan az Spap sikba vetitve folytassuk az eljarast a
paralelogramma-szabaly szerint, azaz a vetiileti pontot az lpp egyenessel parhuzamosan vetitjiik
az lpa egyenesre és viszont (A’ és B’ pontok).

Nyilvanvald, hogy az O kezdopont és a vetiileti pontok egy olyan paralelepipedont hataroznak meg,
melynek élei parhuzamosak az a, b és ¢ vektorokkal. Ha d1, 05 és 03 azok az O centrumu homotécidk,
melyek az A, B és C pontokat rendre az A', B’ és C' vetiileti pontokba viszik, akkor a

51-a+52-b+53-c

linearis kombinéci6é éppen a d vektort adja. Mivel az O, A, B és C pontok altaldanos helyzetiiek, a
paralelepipedon-médszer egyuttal az eldallitas egyértelmiiségét is garantalja.

11. Tétel. A szabadvektorok haromdimenzios baloldali vektorteret alkotnak az O centrumi homotéci-
dak elfajule homotécidval bévitett halmaza, mint ferdetest felett. Rogzitett O € E pont esetén a

(I)(]ZA cE — (I)(](A) =a

leképezés, ahol a az (O, A) reprezentdnsi szabadvektor, illeszkedéstarto bijekcic az B affin tér és a
szabadvektorok vektorterének affin struktirdja kozott.
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8. abra. A paralelepipedon-szabaly

5. Megjegyzés. H. Weyl! éppen az iménti struktiratételt felhaszndlva fogalmazta meg az affin tér
modern definicigjat [4], ami a vektortérstruktirabol kiindulva garantélja a geometriai struktira jel-
legzetességeit. Az altalunk is kovetett klasszikus ut tarja fel a Weyl-féle megkozelités mélyebb mate-
matikai tartalmat.

"Még annyit kell mindezekhez hozzatenni, hogy egy geometriai rendszert tobbféle, egymassal ek-
vivalens axiémarendszerrel lehet megadni. A XX. szdzad masodik felében leginkabb a Hermann Weyl
Tér, id6, anyag cimi, 1918-ban kiadott tankonyvében leirt, igen egyszerti pont-vektor axiomatika
haszndlata terjedt el” [5].

A tétel birtokdban (bazis rogzitése utdn) az affin tér beazonosithaté a K ferdetest feletti K* vek-
tortérrel és az 1.3, illetve 3.1. alfejezetek konstrukcidi érdemi valtoztatas nélkiil érvényben maradnak.
Ha els6 pillantasra furcsa is a szabadvektorok homotéciaval valé szorzasa, a 3.1. alfejezet formuldja
explicit médon mutatja a homotéciaknak és a vektortérhez tartozo ferdetest elemeinek ekvivalenciajat.
Az absztrakt elmélet kidolgozédsa soran pedig - explicit formuldk hidnyaban - a homotécidk hatédsa
veszi at a szabadvektorok skalarral valo szorzasanak szerepét. Ez a matematikai gondolkodasmod
jellegébdl fakad.

4.1. A valés affin geometria alaptétele

A 4. Definiciéban bevezettiik az affin transzformécié fogalmat, mint az affin tér énmagara vald
egyenes-, illetve siktartd, kolesonosen egyértelmu leképezését. A tovabbiakban a haromdimenzids
vektortérmodellt alapul véve megadjuk az affin transzformaciok analitikus leirasat. Legyen O € E és
jelolje K az O centrumu homotécidk ferdetestét. Az a tény, hogy a szorzéas nem feltétlentiil kommutativ,
egyelore nem okoz kiilonosebb problémét, annal inkabb figyelniink kell K szamossagéara, mely az affin
tér egyenesein 1évo pontok szamossagaval egyezik meg.

4Hermann Weyl (1885-1955), német matematikus, D. Hilbert és H. Pointcaré mellett a XX. szdzadi matematika
egyik meghatarozo6 egyénisége.
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9. dbra. Erds illeszkedési axiémak

9. Definicio. Azt mondjuk, hogy az affin térben az erds illeszkedési axiomak érvényesek, ha minden
egyenesre illeszkedik legalabb hdrom pont.

Az eros illeszkedési axiomak teljestilése azt jelenti, hogy a K test legalabb haromelemii. Ennek
jelentoségét a kovetkezo példa vilagitja meg

2. Példa. Legyen K = {0, 1} kételem1i test (ez azt jelenti, hogy egy homotécia vagy elfajuld, vagy pe-
dig az identikus leképezés) és tekintsiik a K feletti hdromdimenziés K? vektortérbél képzett affin teret,
melynek pontjait egy kocka csiicsaival reprezentélhatjuk. A vektortérmodell affin transzformaciéja a
8 csucs egyenes- és siktartd permutaciojat jelenti. Ebben a modellben minden permutécié automa-
tikusan egyenestartd, azaz az affin transzformacio egyetlen karakterisztikus tulajdonsaga a siktartas.
Példaul a kocka egyik lapjanak elcsavarasaval kapott

12345678

23456781

permutacié nem siktarté. Ez nyilvanvalé abbdl, hogy a felsé lap 12, illetve 34 7éle” parhuzamos,
de a nekik megfelel6 23 és 45 nem parhuzamos, hanem kitéré. Az egyenes-, illetve a siktartas tehat
altalaban nem ekvivalens.

6. Feladat. Igazolja, hogy eros illeszkedési axiomék esetén az affin tér kolesonosen egyértelmi leképe-
zéseinek egyenestartdsa maga utan vonja a siktartast.

Utmutatés. Tekintsiik az Sapc sikot és legyen X € Sapc. Meggondolasaink 1ényege, hogy az X
pontot egy olyan egyenes pontjaként allitsuk el6, melyet az A, B és C' "haromszog” oldalegyeneseinek
pontjai feszitenek ki. Ebbol ugyanis kovetkezik, hogy ¢(X) a ¢(A), ¢(B) és ¢(C) pontok &ltal ki-
feszitett sik eleme, ahol ¢ az affin tér 6nmagara vald, kolesonosen egyértelmi, egyenestarto leképezése.
Tegyiik fel, hogy X # A és tekintsiik az [4x egyenest. Ha ez metszi az [gc egyenest, akkor készen
vagyunk. Ha lax || Ipc, akkor pedig tekintsiik az [4p egyenes harmadik (erds illeszkedési axiémék)
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pontjat: D € lag, D # Aés D # B. Az lxp egyenes metszi az [gc egyenest egy F' pontban, hiszen az
ellenkez6 esetben az X pontra két olyan egyenes is illeszkedne, mely parhuzamos az [gc egyenessel.
Ennélfogva X € lpp, ahol D € lap és F' € lpc.

Tekintettel a szakirodalomban fellelhet$ konvencidkra (1d. példaul klasszikus valds affin geometria
a K = R esetben), a tovabbiakra nézve megallapodunk a kévetkezékben.

Ervényesek az eros illeszkedési axiomak, kovetkezésképpen affin transzformacion az affin tér
onmagara vald, kolcsonosen egyértelmii, egyenestartd leképezését értjiik.

4. Lemma. Legyen V a K ferdetest feletti haromdimenzidos vektortér, card K > 3. Ha a o:V — V
kélesdndsen egyértelmii leképezés egyenestarto és o(0) = 0, akkor ¢ szemilinedris leképezés, azaz
additiv,

p(v+w) = p(v) + p(w)

és szemihomogén, azaz
(W) =a(Ne(v) (A eK),

ahol o: K — K ferdetest-izomorfizmus.

Bizonyitas. Tekintettel az el6zményekre, ¢ siktarté és parhuzamossagtarté. Az additivitést el-
lenérizendd, legyen v és w két linedrisan fiiggetlen vektor. Az egyenestartds miatt ugyanez éll a ¢(v)
és p(w) képvektorokra is. A parhuzamossigtartas miatt pedig loy, || lyp1w Maga utén vonja, hogy

Lo@)p(w) = logw)) | low)p(vtw);

(v +w) — p(v) = Xp(w),

p(v+w) = @v) + Ap(w)
irhato. Felcserélve az elemek szerepét,
P+ w) = p(w) + pp(v).
Kivonassal kapjuk, hogy
0= (1—p)e(v) + A= 1De(w),
ahonnan - a linedris fiiggetlenségre tekintettel - =1 és A = 1 kovetkezik. Ennélfogva

(v +w) = p(v) +p(w),

ami az additivitast igazolja linearisan fliggetlen vektorok esetén. Ha v és w linearisan fiiggék, akkor
valasszunk egy a vektort, mely linedrisan fiiggetlen a v és w vektoroktdl. Az el6z6 esetre visszavezetve

p((v+w) +a) = p(v+w) + ¢(a),

22



masfeldl pedig

p((v+w) +a) = ¢+ (w+a)) = o) +plw+a) = o) + p(w) + ¢(a),

ahonnan az additivitasra kovetkeztethetiink. A o leképezés konstrukciéjahoz vegyiik észre, hogy
az additivitds szerint a P pontra illeszkedd, v irdnyvektori egyenes a ¢(P) pontra illeszkedd, ¢(v)
iranyvektori egyenesbe megy at, azaz

(P + M) = ¢(P) + a,(A)p(v)

frhaté. Hasonldéan
(P + Mw) = ¢(P) + 0u(N)p(w).

Legyenek v és w linearisan fliggetlen vektorok. Az altaluk meghatarozott egyenes nyilvanvaléan
parhuzamos a P+ A\v és P+ Aw pontokat 6sszekoto egyenessel, hiszen az irdnyvektor mindkét esetben
w — v. A parhuzamossagtartds miatt

lyw || lP+)\vP+>\w = lgp(v)go(w) || lcp(P—l—)\v)cp(P-i-)\w)a
ahonnan
p(w) = ¢(v) = p(ow(A)p(w) — ou(A)e(v))
valamely p # 0 skalar mellett és
0= (1 —poy(A)) p(v) + (now(A) — 1) p(w).
A vektorok linedris fiiggetlenségét figyelembe véve

1- ”UU(A) =0, H'O-w(A) —-1=0,

azaz 0,(\) = 0, (). Ha a vektorok linedrisan fliggk, akkor vélasszunk egy a vektort, mely linedrisan
fliggetlen a v és w vektoroktol:
0u(A) = ga(N) = gu(N).

Osszegezve az eddigieket
p(P + M) = ¢(P) + a(A)e(v)

frhat6, fiiggetleniil a v vektor valasztasatél. Ha P = 0, akkor ¢(Av) = o(A\)p(v). Végiil
p((A+p)v) = oA+ p)e(v),

(A + pv) = e(Av + ) = (Av) + () = o(X)e(v) + o(1)e(v) = (0(A) + o (u)) ¢(v),
ami azt jelenti, hogy o(A + u) = o(\) + o(p), tovabba

e((A)v) = a(A)p(v),

p((Av) = pApw)) = (Mg (pv) = o (Ao (1)e(v),
ami azt jelenti, hogy o(Ay) = o(X)o(p). O
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6. Megjegyzés. A valds szamtestnek nincs valddi testizomorfizmusa, csak az identikus transzforma-
cié. A valds affin tér origdt fixen hagyd affin transzformacioi tehat a linedris, azaz additiv,

(v +w) = p(v) + p(w)

és homogén

p(A) = Ap(v)  (AER)

leképezések. Fzzel szemben példaul a komplex szamtestnek a konjugédlas nem identikus testizomor-
fizmusa.

7. Feladat. Igazolja, hogy ha ¢ a valds szamtestnek onmagara valé testizomorfizmusa, akkor o az
identikus leképezés.

Utmutatds. Az additivitds maga utan vonja, hogy o(r) = r minden r € Q racionalis szam esetén.
A szorzas miiveletének megtartdsa alapjan pedig barmely € = t? pozitiv valds szam esetén

o(e) = (a(t))” >0,

ahonnan a rendezéstartas kovetkezik. Mivel a racionalis szamok halmaza stri a valds szamtestben
ezért barmely ¢t € R esetén megadhaté a t szamot kozelito also, illetve felsé raciondlis szamsorozat:
r, <t < s,, ahonnan

o =0(rn) < o(t) <o(s,) = sn

kovetkezik a rendezéstartds miatt, Az n — oo hataratmenetet véve o(t) = t.

12. Tétel. (az affin transzformdacidk alaptétele) Legyen V' a K ferdetest feletti haromdimenzids vek-
tortér, card K > 3. Ha a p:V — V kolcsonosen egyértelmii leképezés egyenestarto, akkor ¢ eqy eltolds
és eqy szemilinedris leképezés kompozicioja.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az eléz6 lemmat a ¢(v) — p(0) leképezésre. [

13. Tétel. (a valds affin geometria alaptétele) Ha A, B, C' és D, illetve A’, B', C" és D'dltaldnos
helyzetii pontnégyesek a valds affin térben, akkor létezik eqy és csak egy olyan p:I& — E affin transz-
formdcio, melyre

p(A)=A, ¢(B) =B, o(C)=C"p(D)=D"

Bizonyitas. A bizonyitds lényege, hogy a problémat megoldjuk a vektortérmodellben, majd a
helyzetvektor-leképezés inverzével visszahtizzuk az eredeti affin térbe az alabbi

E 2% v — R3

1 Ly
oyt 3

E<C V=R

diagramnak megfeleléen. Rogzitve az O kezddpontot, legyenek a, b, ¢ és d, illetve a’, b, ¢’ és d’ a
megfeleld O kezdoponti rendezett parok altal reprezentalt vektorok. Tekintettel arra, hogy a pontok
altalanos helyzetiiek, az (A, B), (A,C) és (A, D), illetve az (A", B’), (A',C") és (A’, D’) rendezett
pontparokkal reprezentalt

b—a c—aésd—a, illetveb —a’, ¢’ —a’ ésd —a’
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vektorok egy-egy bazist alkotnak a vektortérben. Egyértelmiien létezik tehdt olyan kolcsonosen
egyértelmi f linedris transzfrormacio, melyre

f(b—a)=b' —a', flc—a)=c —a'és f(d—a)=d —a/,
ahonnan v =a’'— f(a) = b’ — f(b) = ¢’— f(c) = d'— f(d). Ennélfogva a p(w) := f(w)+wv leképezésre

p(a) = fla)+v=f(a)+a - fla)=a’,....0(d) := f(d) +v=f(d) +d - f(d) =d

teljestil, ami bizonyitandé volt. [J

Egy vektortér kolcsonosen egyértelmii linedaris transzforméciéi nyilvanvaléoan csoportot alkotnak
a leképezéskompozicié miiveletére nézve. Ezt altaldnos linedris csoportnak nevezziik és a GL3(V)
szimbdélummal szokas jelolni, ahol az index utal a vektortér dimenzidjara. A transzlacidék természetesen
beazonosithaték az eltolévektorral, azonban két affin transzformacié kompozicidja a

2 0 pr(w) = 2 (fi(w) +v1) = fao fi(w) + (fa(vi) + v2)

alakba irhaté. A linedris részek tehak komponalédnak, az eltolévektor pedig az fa(v1) + vy alakot Olti.
Az algebrai lefrasa ennek a szitudciénak a GL3(V) x V Descartes-szorzaton bevezetett

(f2,v2) @ (f1,v1) := (fao f1, fa(v1) + v2)

miivelettel lehetséges. Fzt az algebrai strukturat a tényezok szemidirekt szorzatanak nevezziik és a
(GL3(V) x V,8) =V x GL3(V)

szimbolummal szokés jelolni: a valés affin tér affin transzforméciéinak csoportja izomorf a vektortér
és az altalanos linearis csoport szemidirekt szorzataval.

7. Megjegyzés. Az affin geometria alaptételét napjainkig téargyalja a szakirodalom, gyengitve a
kolesonosen egyértelmiiség kovetelményén [2], vagy az egyenestartast csupan irdnyoknak egy véges
halmazahoz tartozé egyenesekre vonatkozéan eldirva [1].

T +y 4y
-y -y
alkotnak a matrixok szokdasos Osszeadasara és szorzasara nézve.

8. Feladat. Igazolja, hogy a ( ) € My(Q) alaku elemek ferdetestet (divison ring [3])

x Yy z
9. Feladat. Igazolja, hogy a | 2z 2z y | € M3(Q) alaki elemek ferdetestet alkotnak a matrixok
2y 2z x

szokésos Osszeaddséara és szorzasdra nézve [3].

r —y —z —t
y x -t =z

z t r =y
t —2 vy x
matrixok szokdsos Osszeaddsdra és szorzasara nézve.

10. Feladat. Igazolja, hogy a € My(R) alaki elemek ferdetestet alkotnak a

A feladatban szereplé matrixok halmaza, mint valés vektortér, egy 4-dimezids altere a My (R)
matrixtérnek. Az
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et=1l,o=y=2=0
valasztassal adédo e, i, j és k matrixok egy bazist alkotnak az altérben és teljesitik a kovetkezo azo-
nossagokat (v.0. quaterniok [3]):

e =e, i*=j"=k*= —e,

e.i:i.(f’ e-j:j~€7 e'k:k'e,
G jm—jimk johm—kejmi ki —ik—j

x -y —z2 —t

. . —t . :
Egyszertisitve a formalizmust: z f . _Zy =z-et+y-i+z-j+w-k.
t —2 Yy x

4.2. Desargues-féle affin sikok

Az affin stk Moulton-féle modellje kapcsan lattuk, hogy a Desargues-féle tételek nem igazolhatéak
pusztan az affin sik axiomai segitségével. A Desargues-féle tételcsaldad azonban kulcsszerepet jatszik a
transzlaciok és a homotéciak egzisztencia- és unicitastételének bizonyitasanal, végso soron pedig a csa-
tolt vektortérstrukturahoz vezet. Azokat az affin sikokat, melyekben a Desargues-tételek érvényesek
Desargues-féle affin sikoknak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy az un. Desargues-féle zarodasi tu-
lajdonsagot az affin sik projektiv lezartjara szokas megkovetelni, ami azzal az elénnyel jar, hogy a
Desargues-tétel affin alakja és a kis Desargues-tétel a Desargues-tétel specialis eseteivé valnak, hiszen
a projektiv sikon barmely két egyenes metsz6. Egy Desargues-féle affin sik - épptigy, mint az affin tér -
ferdetesttel koordinatazhaté, azaz a szabadvektorok (kétdimenziés) vektorterének affin struktirajaval
izomorf.

5. Az affin geometria klasszikus tételei: a parhuzamos szelok
tétele, a Menelaosz- és a Ceva-tétel

Az affin geometria klasszikus tételei alapvetéen sikgeometriai tételek, melyek az affin transz-
formaciok nevezetes invaridnsa, az Un. osztoviszony fogalman alapulnak. A tovabbiakban K = R
és V = R?, azaz a valds affin sikon dolgozunk. Legyen P, P, # P3; harom kollinedris pont, azaz

P1:P—|—t1’l], PQZP—FtQ’U, P3:P+t37)

bizonyos t1, to # t3 skaldrok esetén. A P3 pont P; és P, alappontokra vonatkozo osztéviszonyan a

t3 —t
to —t3

(PP Ps) = (9)
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aranyt értjik. Ekvivalens médon:

t3 — 11 - t3 —1t1 -
(P,—P3) & PP;= P3Py,
to — t3 to — 13

P;— P =

ahonnan vilagos, hogy az osztéviszony fiiggetlen az egyenes P pontjanak és v iranyvektoranak megva-
lasztasatol. Nyilvanvald az is, hogy az osztéviszony az affin transzformécidk invaridnsa, hiszen a
kiilonbségképzésnél az eltolovektor kiesik,

p(P3) — (P1) = f(P3) = f(P),

a linedris rész segitségével pedig az

Pl_Pg = iz : zlpg_PQ =4 f (Pl_P:;) = iz : i;f (P3_P2> =4
F(P) = F(P) = A (P) = £(P2) < o(Py) = 9(P) = 2 He(Pe) = ¢lP)
PP = 2= o(PiJ(P)

ekvivalencidk irhatok fel. Néhény - kozvetlen szdmolassal ellendrizhet6 - azonossag:

(P1P2P3)(P2P1P3> - 1 (10)
<P1P2P3)(P3P1P2)(P2P3P1) = 1 (11)
(PLPoP3Py)(PsPi Py Py) (P PsPLPy) = —1, (12)

ahol a”operator torli az argumentumat - figyeljiik meg az 123 ciklikus permutacioit.
14. Tétel. (a parhuzamos szelk tétele) A pdrhuzamos vetités osztdviszonytartd.

Bizonyitas. Tekintsiik a sik parhuzamos vetitését az I’ egyenesre és valasszuk ki a vetitendo [
egyenest Ugy, hogy irdnya kiilonbozzék a vetités irdanyatdl (ezzel elkeriiljiik, hogy a vetiileti pontok
egybeessenek). Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, amikor az [ egyenese metszi az I’ egyenest egy O
pontban. Legyenek P, P», P az | egyenesnek a metszésponttdl kiillonboz6 pontjai és jelolje Py, P,
P; a vetiileti pontokat az [’ egyenesen. A homotécidkra vonatkozé képszerkesztési eljaras alapjan
vilagos, hogy ha P, a P, pont képe egy O centrumu homotécianal, akkor Pj a P| pont képe lesz. A
homotéciak a vektortérmodellben a

5o(P) = O + \OP

képlet alapjan miikodnek, ahonnan a P = P; helyettesitéssel kapjuk, hogy
P2 == O + AO_Pl = O_pg - )\O_H

A vektoregyenlet alapjan pedig az O, P, és P, pontok osztéviszonya egyszerii szamitasokkal meg-
hatarozhaté minden lehetséges sorrendben:

PO = —0OP, = —\OP, = (P,P,0) = —),
PyPy = PO+ OP, = =AOP, + OP, = AP,O — PO = (A—1)PLO = (P,OP)=1—-\,...
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10. 4bra. Menelaosz tétele

A szamitasok soran csupan azt hasznaltuk ki, hogy P, a P; pont képe a dp homotécianal. Mivel
ugyanez all a vetiileti pontokra
(OP,P,) = (OP/Py),. ..,

feltéve, hogy az O pont szerepel az osztéviszony tagjai kozott. Alkalmazva a (12) azonossidgot a
P, = O valasztassal, R X R
(OP,PyP3)(P,OP,Ps)(PLP,OP3) = —1,
(OP{PyP;)(P,0P|Py)(P', POP;) = —1,
(PP Ps) = (P Py P3)
kovetkezik. Az [ || I' eset tisztazasdhoz tekintsiink egy kozos transzverzalist (melynek irdnya eltér a

vetités iranyatdl) és alkalmazzuk az el6z6 esetben latottakat a transzverzalis egyenesen kapott vetiileti
pontok segitségével. []

15. Tétel. (Menelaosz tétele) Tekintsik a nem kollinedris Ay, As és As pontok dltal meghatdrozott
teljes hdromszogvonalat a valds affin sikon. Ha a By € la,a,, Bs € la,a, €s By € la,a, pontok
kollinedrisak, akkor

<A1A2B3)(A3A1B2> (A2A3Bl) = —1.

Bizonyitas. Vetitsiik a sikot a By, By és B3 kozos | egyenesével parhuzamosan egy az [ egyeneset
metsz6, de egyébként tetszoleges egyenesre és jelolje a vetiileti pontokat rendre

A/1:P17 A/2:P2, Aéng, B:/l:Bé:Bé:P47
alkalmazzuk a (12) azonossdgot és a parhuzamos szel6k tételét. [J A X
A tételben szerepl Osszefiiggés memorizalasat segiti a (A1 Ay A3 Bs)(A3A1 Ay By)(AsAsA1By) = —1

formula; figyeljiik meg az indexek ciklikus permutaciéit.

11. Feladat. Igazolja a Menelaosz-tétel megforditasat.
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11. 4bra. Ceva tétele

Utmutatds. Ha [ B, B, Metszi az [4, 4, oldalegyenest egy X pontban, akkor a tétel szerint
(A1A233)<A3A1X)(A2A3B1) = —1.

Egyidejtileg
(AlAng) (AgAl B2> (A2A3B1) == —1

Kapjuk tehdt, hogy (A3A;X) = (A3A;Bs), ahonnan X = By kivetkezik. Ha g, g, és az l4, 4, oldal-
egyenes parhuzamos, akkor a parhuzamos szel6k tétele szerint: (A3AsB;) = (A1 A2B3). Egyidejiileg

(A1A2B3)(A3AIB2> (A2A3Bl) - _17

1
A1 A9B3)(A3A;By) ——— = —1,
( 1412 3)( 3441 2>(A3A2B1)
1
A1 A3Bs3) (A3 A By) ————— = —1,
( 1442 3)( 3411 2)(A1A233)
(AgAlBQ):—l,

ami az osztoviszony értelmezése alapjan az alappontok egybeeséséhez vezet. Ez nyilvanvaléan ellent-
mondas.

16. Tétel. (Ceva tétele) Tekintsiik a nem kollinedris Ay, Ay és A pontok dltal meghatdrozott teljes
hdromszogvonalat a valos affin sikon és legyen By € la,a,, Bs € laya, €s B € la,a,. Ha a megfeleld
indext, pontokra illeszkedo 1y, lo és 3 eqyenesek konkurrensek, akkor

(AlAng,) (A3AlBg) (AQAgBl) =1.

Bizonyitas. Jelolje O az egyenesek kozos pontjat és alkalmazzuk a Menelaosz-tételt az Ay, As és
B pontok altal meghatarozott teljes haromszégvonalra:

<A1A2B3)(B2A1A3)(A2B20) = —1,

29



12. dbra. Ceva tételének megforditasa: Iy || I3

majd pedig a B,, As és As pontok altal meghatarozott teljes haromszogvonalra:
(BQAQO)(AgBQAl)(AQAgBI) - —1

Osszeszorozva az egyenleteket:

1= (A1A2B3)<B2A1A3)(A2BQO)<B2A20)(A332A1)(A2A3Bl) (g)
(A1A3B3)(BaAy As) (A3 B Ay ) (A2 A3 By) &

1 (10)
— (A A3B,) = (A1 AsB3)(A3ABy)(AyAsB
(A1A332>(231) (A1A2B3)(A3A1By)(AsAsBy)

az osztoviszonyra vonatkozo azonossagok alapjan. [ R ) R
A tételben szereplé Osszefliggés memorizdlasat segiti a (A3 AyA3Bs)(A3A1AsBy)(AsAsA1By) =1
formula; figyeljik meg az indexek ciklikus permutécidit.

(A1A233)

12. Feladat. Igazolja a Ceva-tétel megforditdsat: ha (A;A;B3)(A3A;Bs)(A2A3B;) = 1, akkor az [y,
[y és I3 egyenesek vagy parhuzamosak, vagy pedig konkurrensek.

Utmutatés. Tegytik fel, hogy [y || l3; a parhuzamos szel6k tétele miatt ez azt jelenti, hogy

1
(A1 A2 B3) (B3 A1 Ag)’

(A2A43B1) = (A2 B3A;) =

amit a harom osztoviszony szorzatara tett kikotéssel osszevetve

(A341Bs)

l="—"-—"=
(B3A1A2>

(AgAlBg) — <B3A1A2>.

Jelolje X az l4, 4, oldalegyenesnek és az A, pontra illeszkedd, I3 egyenessel parhuzamos egyenesnek a
metszéspontjat. A parhuzamos szelOk tétele miatt

(ASAIX) = (BSAIAQ)u
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azaz

(AgAlX) = (A3A1B2) = By = X,

ahonnan az kovetkezik®, hogy Io || I3, s ennélfogva Iy || I3 || [1. Most tegyiik fel, hogy Iy és I3 metszik
egymast egy O pontban. Ha X az [4,0 egyenes metszéspontja az [4, 4, oldalegyenessel, akkor Ceva

tétele alapjan
(A1A2B3)<A3A1X)<A2A381) - 1,

mig feltétel szerint
(AlAQBg)(A3A1B2)<A2AgBl) =1.

Kapjuk tehét, hogy
(AgAlBQ) = (AgAlX) = By=X.

A bizonyités teljes, ha megmutatjuk, hogy az X metszéspont valoban létezik. Indirekte tegyiik fel,
hogy 4,0 parhuzamos az [4, 4, egyenessel (13. dbra). A parhuzamos szelék tétele szerint

(A1B3A2) = (AgB30)
Alkalmazva a Menelaosz tételt a Bs, Ay és Az pontok altal meghatarozott teljes haromszogre,
(BgAQAl)(AngO)(AQAgBl) = —17

(B3 AgA1)(A1B3As)(AsAsBy) = —1,
1

(A2 A, Bs)

(A1 AsBy) (A Ay By) = —1.

(A2A3B1) = —1,

A feltétel szerint
(A1A3B3)(A3A1By) (A2 A3By) = 1,

azZazZ
1
—1 = (A142B5)(A2A3By) = B (A341B5) = —1,

ami az osztoviszony értelmezése alapjan az alappontok egybeeséséhez vezet. Ez nyilvanvaléan ellent-
mondas.

8. Megjegyzés. A Ceva-tétel megforditasabol kovetkezik, hogy a haromszog stlyvonalai egy pontban
metszik egymast.
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