Bevezetés a kozonséges
differencialegyenletek elméletébe

[ iletve: KOzZONSéges diﬂ'erenciélegyenletek]
tantdrgyi tajékoztatd a 2019/2020. tanév |. félévében

Az el6adasok és gyakorlatok idopontja, tematikaja

El6adé: Boros Zoltan [hon]ap: http://math.unideb.hu/boros—zoltan/]

Az eléadas kodja: TMBE0207, TTMBEO0817 illetve TTMBE0206;
— heti éraszama: 2, kreditértéke: 3; )
— id6pontja: kedd 9.00-10.40, helyszine: GeoMat Epiilet M 402 tanterem.

Az el6adasok datuma (2019-ben) és tervezett tematikaja:

szeptember 10., 17.: Kozonséges elsérendii explicit skalar-differencidlegyenlet, kezdeti-
érték-probléma geometriai interpretaciéja. Elemi iton megoldhaté differencidl-
egyenletek alap-tipusai (szeparabilis [szétvélaszthaté valtozéji] differencidlegyen-
let, linedris skalar-differencidlegyenlet, egzakt differencidlegyenlet).

szeptember 24.: A kozonséges differencidlegyenlet (és megoldasanak) altalanos fogalma.
Nemkiterjesztheto megoldasok. Explicit differencialegyenletek, Cauchy-feladatok.
Az atviteli elv.

oktober 1.: Az elsérendii explicit vektor-differencialegyenletre vonatkozé Cauchy-feladat
atirasa integral-egyenletre. A Picard-Lindelof-féle egzisztencia- és unicitasi tétel.

oktéber 8.: Normél egyenlet teljes megolddsanak létezése, tulajdonsagai (nyilt interval-
lumon értelmezett; hatartdél hatérig halad).

oktéber 15.: Diszkrét approximécio: az Euler-féle torottvonal-modszer. A Cauchy—
Peano-féle egzisztencia-tétel.

oktéber 22.: Linedris differencidlegyenlet-rendszerek 1. (Gronwall-lemma, Cauchy-fel-
adat teljes megoldédsa, homogén egyenletrendszer alaprendszere, alapmaétrixa).

november 5.: Linedris differencidlegyenlet-rendszerek I1. (Abel-Liouville-tétel, konstans-
varialas).

november 12.: Matrixok egész fiiggvényei, az dllandé egytitthatos homogén linearis dif-
ferencidlegyenlet-rendszer alapmatrixa.

november 19.: Stabilitas és aszimptotikus stabilitds fogalma. Ljapunov stabilitasi tétele.

november 26.: Magasabbrendii linedris skalar-differencidlegyenletek (a homogén egyen-
let alaprendszere, Wronski-determinans, Liouville-tétel, konstans-varidlds).

december 3.: Magasabbrendii allandé egytitthatés homogén linearis skalar-differencial-
egyenletek alaprendszere (karakterisztikus polinom, komplex illetve valés alap-
rendszer).

december 10.: A varidcidészamitas alapfeladata, Du Bois Reymond lemma, Euler—
Lagrange differencialegyenletek.



A gyakorlatok érarendje és datumai:

Gyakorlatvezets: Griinwald Richard

A gyakorlat koédja: TMBG0207, TTMBGO0817 illetve TTMBG0206;
— heti éraszama: 2, kreditértéke: 2; )
— idopontja: csutortok 16.00-17.40, helyszine: GeoMat Epiilet M 315 tanterem.

A gyakorlatok datuma (2019-ben) és tervezett tematikija:

szeptember 12.: Szétvalaszthatd valtozéja (szepardabilis) differencidlegyenlet.

szeptember 19.: Valtozoban homogén differencidlegyenlet. Tovabbi, szepardbilisra vissza-
vezetheto differencidlegyenletek.

szeptember 26.: Linedris skalar-differencidlegyenlet.

oktober 3.: Bernoulli-egyenlet.

oktober 10.: Egzakt differencidlegyenlet.

oktéober 17.: Integrald szorzok.

oktéber 24.: 1. zdrthelyi dolgozat.

november 7.: Hidnyos masodrendu differencidlegyenletek.

november 14.: Allandé egylitthatos linearis differencidlegyenlet-rendszerek.

november 21.: Magasabbrend alland6 egytitthatés homogén linearis skalar-differenci-
alegyenletek.

november 28.: Inhomogén linearis differencidlegyenletek. Euler-féle differencidlegyenletek.
december 5.: 2. zarthely: dolgozat.

december 12.: Példak az Euler-Lagrange differencidlegyenletek alkalmazasara.

A gyakorlatok latogatasa kotelezo. A jelenlétet a gyakorlatvezetd nyilvantartja.

A dolgozatok a gyakorlatok tananyagara épiilnek. A gyakorlatokon attekintett feladattipusok
akkor is szerepelhetnek a dolgozatokban, ha a mintadolgozatokban nem jelennek meg.



Gyakorlo feladatok

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémak (lokélis) megoldasait:

(2 +4)y/ () + 22y(x y(0

) = (0)
y'(z) ctgz + y() y(0) = —1;

(1)

)

zy'(x) +y(r) = (y(ﬂf)) y(1
(z +2y(z)) ¥ (x) y(0
2y (r) — 2y(x) + 2° sinz =0, y(%) = 0.

2. Oldjuk meg az alédbbi (valtozoban homogén) differencidlegyenleteket:

o) = a/@);
()~ 20(0) +2% () = 0;
(«® + W(@)*) y'(2) = 2zy(2);
w/@) ~y(@) = (ot yla)m I

3. Hatarozzuk meg az
n:c+y(a:) z+y(z)
r+3  z+3

differencialegyenlet megoldésait!

4. Oldjuk meg a kovetkez6 linedris differencidlegyenleteket:

2z +Dy'(z) = da+2y(z);
y(x) = z((z) —zcosz) ;
ry (z) + (x + Dy(x) = 322 ".

5. Oldjuk meg az alabbi (Bernoulli-féle) differencidlegyenleteket:

(@) = (y(x)) cosa +y(2)tga ;
zy(z)y' () = (y(@))" +x;
vy(x) = 22%\/y(w) + 4y(x)
: o)
y(z) 2 -1

2y (z) — ——

6. Ellendrizziik, hogy az alabbi differencidlegyenletek egzaktak-e, azutan hatarozzuk meg a
megoldasukat:

(2—92(y(x)*)x + (4(y(x))* —62°)y(x)y'(x) = 0;
322 + (y(x))? B 223 + by(x) ()

1E) S 10 El
1+ (y(x))?*sin20 = 2y(z)(cosz)’y (z) ;

32 (14 y(r)) = (2y<x>—x—) y(@).



7. Keressiink csak x-t6l vagy csak y(x)-t6l fliggd integralé szorzét az alabbi differencidl-
egyenletekhez, majd hatarozzuk meg a megoldasukat:

2%+ (y(2))* + x +y(r)y'(
)? —

y(z) = 0
(y(x) (() )y (x) 0
(x)
(x)

2 +2r+y(r) = (v—32%(2))y () ;

X

o)+ (vl0)+ ) + 5 ) o

8. Oldjuk meg az aldbbi hidnyos masodrendii differencidlegyenleteket:
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(y
(' (x))* = 1;

9. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatot:

{ yi(2) =) +2p@),  w0) =5
yo(z) = 2y1(7) +4ya(z), 12(0) =5.

10. Hatérozzuk meg az aldbbi homogén lineéris differencidlegyenlet-rendszerek altaldnos meg-

oldasat:
{ vi(z) =ui(r) — ya()
o) = —dyi(x) + ya() ;
valamint
n(x) =w(r) —ya(r) + ys(z)
vo(z) = w1(z) + y2(2) — ys(z)
ys(x) = 2y1(z) — ya(2)
11. Hatérozzuk meg az aldbbi inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszerek altalanos
megoldasat:
{ h(z) —ya(z) =€
yo(x) —ua(e) =%,
valamint



12. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek (vagy kezdetiérték-problémék) megoldésait:

Yy () + o (x) — 2y(x)
y'(x) + ' (x) — 2y(x)
y'(z) + 9 (z) — 2y(x)

2y" (x) — 5y’ () + 2y(x)
y" () + 4y()

Yy () + 4y(x)

y" () + dy(x)

y" () +y"(v) — 4y (z) — dy(x)
y"(x) — 8y(w)

yW(x) — 5y (x) + dy(z)
y () + 2y (z) + y(z)
y'(x) =2y () + y(x)
y'(x) =2y (x) + y(x)

y" () — 2y (2)

2y (x) — day (x) + 6y(x)
2y (x) — xy (x) + y(a)

= 30e™ ;
= —(1+2z)e ",
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;
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13. Hatérozzuk meg az alabbi differencialegyenletek Osszes megoldasat annak ismeretében,

hogy adott egy y; megoldasuk:

2 (x4 1)y’ () —

(" + 1)y"(z) — 2y (x) — e"y(z) =
r(x+4)y" () — 2z +4)y () + 2y(x) =

14. Meghatdrozandé az az x € C?([1,2]) fiiggvény,

/12 ((96(;5))2

feltételek mellett

minimalis.

1
2y(z) = 0, mlz)=1+—;
07 yl(g}):gm—l’
0, 1 masodfoku polinom.

amelyre z(1) =5, x(2) =4, és ezen

+ t(x’(t))2> dt



A felkésziiléshez ajanlott jegyzetek
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Dr. Lajké Karoly jegyzete elektronikus formaban elérheté a
http://zeus.nyf.hu/~mattan/faliujsag/lajko/ web-oldalon.

Tovabbi ajanlott irodalom:

[Arn] V. 1. Arnold: Kézonséges differencidlegyenletek, Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1987.
[Fil] A. F. Filippov: Differencidlegyenletek példatar, Tankényvkiadé, Budapest, 1986.

[Kam| E. Kamke: Differentialgleichungen . Gewdhnliche Differentialgleichungen, Leipzig, 1952.
[Kos|] Késa Andrés: Differencidlegyenletek, Tankonyvkiads, Budapest, 1986. (17. kiadés)

[KSS] Késa Andras, Schipp Ferenc, Szabé Daniel: Koézonséges differencidlegyenletek |, Tankonyv-
kiad6, Budapest, 1988.

[Sch] Scharnitzky Viktor: Differencidlegyenletek, Miiszaki Kényvkiads, Budapest, 1979.

A tananyag szamonkérése

A tantargy teljesitéséhez gyakorlati és kollokviumi jegyet kell szerezni.

A gyakorlat teljesitése:

A gyakorlati jegy megszerzéséhez két dolgozatot kell megirni (ez aldl a hidnyzas igazoldsa sem
mentesit, igazolt tavolmaradas esetén pétdolgozat irandd). Dolgozatonként az alapfeladatokbdl
legfeljebb 15 pont, Gsszesen maximum 30 pont szerezheto. A gyakorlatokon 1j vagy nehezebb
feladatok megoldasanak bemutatasaért a gyakorlatvezeto a hallgaténak a félév folyaman Gssze-
sen legfeljebb 10 szorgalmi pontot adhat, amit a gyakorlati jegy megallapitasakor hozzadadunk
a dolgozatok Osszpontszamahoz. A dolgozatban szorgalmi feladatként adott problémak ki-
dolgozasaért szerezheté tobbletpontok a dolgozat pontszamaba beszamitanddk (igy egy-egy
dolgozat pontszama meghaladhatja a 15 pontot).

Egy kevésbé sikeres dolgozatot jrairni a szorgalmi idészak utolsé hetében lehet.

A gyakorlati jegy megallapitasa:

0 — 14 pont 1
15 — 17  pont 2
18 — 21  pont 3
22 — 25 pont 4
26 — 304+ pont 5



Bevezetés a kozonséges differencidlegyenletek elméletébe

1. mintadolgozat
2019. oktéber 24., csiitortok 16:00, M 315-6s terem

Az alédbbi feladatok 6sszpontszama 15, megoldési id6 90 perc. Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.
FELADATOK

1. Oldjuk meg az

kezdetiérték-feladatot! (2 pont)

2. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet! (3 pont)

3. Oldjuk meg az
2y () = (z + Dy(a) = —da’e *(y(2))” (2> 0)

(Bernoulli-féle) differencidlegyenletet! (5 pont)

4. Az y valtozé egy fliggvényével végigszorozva tegylik egzaktta és oldjuk meg az

zy(x) = ((y(x))” + 2®y(2) +2%) ¢ (2)

differencidlegyenletet! (5 pont)

5. Szorgalmi feladat: Meghatarozandé az

y'(x) = (z+arsh(z) — (y(2)*) In ((y(x))* = (y(2))* +1) ,
yi3) = 1

Cauchy-feladat teljes megoldasa. (4 pont)



Bevezetés a kozonséges differencidlegyenletek elméletébe

2. mintadolgozat
2019. december 5., cstitortok 16:00, M 315-6s terem

Az alédbbi feladatok 6sszpontszama 15, megoldési id6 90 perc. Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.
FELADATOK

1. Oldjuk meg az

(v (2))” + 2y(x)y" () = 0

hidnyos mésodrendii differencialegyenletet! (3 pont)

2. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatot:

=)
I
|
—_

y1(z) = dy1(z) — 2pa(x) = 0, 3(0)
Yo(x) + 8y1(x) + 3ya(z) = €, 12(0) =1

— (5 pont)

3. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek megoldasait:
(a) y"(z) —2y'(z) = 3y(x) =0
(b) y'(z) =2y (z) — 3y(z) = ™
(c) 2*y"(z) —ay'(z) —3y(z) =0 (z>0)
— (3 + 2+ 2= 7 pont)

4. Szorgalmi feladat: Hatarozzuk meg a
2z + 1)y (x) + 4oy’ (z) — 4y(z) =0

differencidlegyenlet Gsszes megoldasat annak ismeretében, hogy van nem azonosan nulla
polinom megoldésa (is)! (5 pont)



Az elméleti vizsga teljesitése:
A kollokvium szébeli, tételhuzassal, irasbeli felkésziiléssel. A tételsor ezen tdjékoztaté utolsd
oldalan talalhaté.

A tétel kidolgozésa soran a bizonyitdsok leirasara vagy felvazoldsara (majd részletesebb szdbeli
ismertetésére) is torekedjenek! Természetesen a hosszabb, Osszetettebb bizonyitdsok isme-
rete csak a jeles illetve (részben) a jé érdemjegy megszerzéséhez kovetelheté meg. A vizsga
soran a felkésziiltség minél pontosabb felmérése érdekében a kihuzott tétel attekintése mellett
a tananyag mas részeibdl (a tobbi tétel anyagdbdl) is kapnak kérdéseket (fogalmakra, alapvet6
tételekre vonatkozdan).

Alapveto6 fogalmak és tételek

A felsorolas csak a legalapvetébb ismereteket tartalmazza, amelyeket kérdésre felkésziilés nélkiil
is tudni kell ismertetni a vizsgan. Az egyes vizsgatételek kidolgozasa soran szdamos tovabbi
fogalom és tétel ismerete is alapkovetelmény.

Alapvetd definiciok:

Kozonséges differencidlegyenlet, kezdetiérték-probléma (Cauchy-feladat); megoldés.
Egzakt differencialegyenlet.
Kezdetiérték-probléma teljes megoldasa. Normadl egyenlet.

Homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer alaprendszere, alapmatrixa; magasabb rendi ho-
mogén linearis differencidlegyenlet alaprendszere; Wronski-determinans.

Magasabbrendii allandé egyiitthatés homogén linedris differencialegyenlet karakterisztikus po-
linomja.

Megengedett irdny, Gateaux-féle irdnymenti derivalt.

Alaptételek:

Nemkiterjesztheté megoldés 1étezése.

Atviteli elv.

Picard-Lindelof-tétel; normal egyenletre vonatkozé Cauchy-feladat megoldhatésaga.

Az elsorendii linearis differencialegyenlet-rendszerre vonatkozé Cauchy-feladat globalis megold-
hatésaga.

Linedaris differencidlegyenlet(-rendszer)ek megolddshalmazéanak strukturdja. (Abel-)Liouville-
tétel.

Magasabb rendii allando egytitthatos homogén linearis differencidlegyenlet alaprendszere.

Euler—Lagrange-tétel.



10.

11

Bevezetés a kozonséges differencidlegyenletek elméletébe
[ illetve: KOzZONSéges differenciélegyenletek]

VIZSGATETELEK

. A kozonséges differencidlegyenletek elméletének alapfogalmai (kezdetiérték-probléma /
Cauchy feladat, nemkiterjesztheté megoldés, teljes megoldés). Az atviteli elv.

Elemi titon megoldhaté differencidlegyenletek alap-tipusai (szétvalaszthaté véltozdju dif-
ferencidlegyenlet, linedris skalar-differencidlegyenlet, egzakt egyenlet).

. A Cauchy-feladattal ekvivalens integralegyenlet. Egzisztencia és unicitasi tétel elsérendii
explicit vektor-differencidlegyenletre vonatkozé Cauchy-feladatra.

. A normél egyenletre vonatkozé Cauchy-feladat teljes megoldasanak létezése és tulaj-
donsagai.

Diszkrét approximacio: az Euler-féle toréttvonal-mdédszer. A Cauchy—Peano-féle egzisz-
tencia-tétel.

Lineédris differencidlegyenlet-rendszerek (Cauchy-feladat teljes megoldasa, homogén egyen-
letrendszer alaprendszere, alapmatrixa, Abel-Liouville-tétel, konstans-varidlds).

Matrixok egész fliggvényei, az allando egyiitthatds homogén linearis differencidlegyenlet-
rendszer alapmatrixa.

Stabilitas és aszimptotikus stabilitas fogalma. Ljapunov stabilitési tétele.

Magasabbrendii linedris skaldr-differencidlegyenletek (a homogén egyenlet alaprendszere,
Wronski-determindns, Liouville-tétel, konstans-varidlas).

Magasabbrendii dllandé egytitthatos homogén lineéris skalar-differencidlegyenletek alap-
rendszere (karakterisztikus polinom, komplex illetve val6s alaprendszer).

. A varidciészamitas alapfeladata, Euler—-Lagrange differencidlegyenletek.

10



