T4jékoztatd a
Differencial- és integralszamitas

targy 2018/2019. tanév I. félévi kurzusairdl és szamonkérésérdl

Az el6adasok és gyakorlatok idopontja, tematikaja

Az el6adas kédja(i): TTMBE0203, TMOE0207, TTMBE0813;
heti oraszama: 3, kreditértéke: 4.

Az elbadas idépontja: kedd 13.00-15.40 (kozte 10 perc sziinet k.b. 14.15-14.25);
— helyszine: Matematikai és Foldtudomanyi Epiilet M 426 tanterem.
El6ads: Boros Zoltan (e-mail: zboros@science.unideb.hu)

Az el6adasok datuma (2018-ban) és tervezett tematikdja:

szeptember 11.: Filiggvény-hatarérték fogalma, kapcsolata a folytonossaggal. Atviteli elv. Valés
értékil fliggvények hatarértékének kapcsolata a miveletekkel és a rendezéssel.

szeptember 18.: Tovabbi hatarérték-fogalmak valds fliggvényekre: egyoldali hatarértékek, végte-
lenben vett hatartétékek, végtelen hatarértékek. Az atviteli elv ezekhez illeszkedd valtozatai.
Szakadési helyek osztalyozasa. Monoton fiiggvények hatarérték-tulajdonsagai.

szeptember 25.: Valos fiiggvények differencidlhdnyadosa. Linedris approximacié. Differencidlha-
tosag és folytonossag. Derivalasi szabéalyok alapmiiveletekre. Az Gsszetett fiiggvény derivaltja.
Az inverz fliggvény derivaltja. Hatvanysor Osszegfiiggvényének differencidlhatosaga.

oktéber 2.: Valés differencidlhaté fliggvények vizsgalata (1. rész: szélséérték-helyek, kozépérték-té-
telek, monotonitas, L.’Hospital-szabaly).

oktéber 9.: Valds differencidlhaté fiiggvények vizsgalata (II. rész: konvexitds). Az elemi fliggvé-
nyek és differencidlhanyadosaik. Egyes elemi fliggvények (hatvanyok, exponencidlis és trigono-
metrikus fliggvények, valamint inverzeik) vizsgalata (részben a gyakorlatokon). A m bevezetése.

oktéber 16.: Valds fiiggvények magasabb rendii derivaltjai, Leibniz-szabaly, Taylor-tétel, a lokélis
szélstérték elegendo feltétele.

november 6.: Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral. Integréldsi szabédlyok (linearitds; parcidlis
és helyettesitéses integralds). Integréldsi modszerek.

november 13.: A raciondlis tortfiiggvények integralasa (parcidlis tortek). Racionalizalé helyet-
tesitések.

november 20.: A Riemann-integral fogalma. A Newton-Leibniz-formula. A Riemann-integral-
hatésdg Riemann-kritériuma. Folytonos illetve monoton fiiggvények integralhatosaga. A
Riemann-integrdl intervallum-additivitdsa. Korlatos, véges sok pont kivételével folytonos
figgvény integralhatosaga. Az integral linearitasa.

november 27.: Egyenldtlenségek, kozépérték-tételek Riemann-integralra. Az integrédl, mint a felso
hatar fiiggvénye. Parcialis és helyettesitéses integralds. Improprius-integralok.

december 4.: Improprius-integrdlok konvergencidjanak elegend§ feltételei. Y- f(n) és [ f konver-
gencidja pozitiv, csokkend f fliggvényre. Az integrél alkalmazasai (ivhossz; gorbe alatti teriilet;
forgéastestek felszine, térfogata). A trigonometrikus fiiggvények geometriai interpretaciéja.

december 11.: Fiiggvénysorozatok és -sorok tagonkénti integralhatdsaga és differencialhatosdga.
A Riemann-integralhatosag Lebesgue-kritériuma. Integralhaté fiiggvények folytonos transz-
formaltjai integralhatok.



A gyakorlatok érarendje és datumai:

1. csoport (matematika) kédja: TTMBGO0203, heti éraszama: 3, kreditértéke: 3.
— gyakorlatvezet6: Molnar Gabor Marcell
— idépont, tanterem: kedd 9.00-11.40 (10 perc sziinettel), M 315
— datumok: szeptember 11., 18., 25., oktéber 2., 9., 16.,
november 6., 13., 20., 27., december 4., 11.

2. csoport (matematika) kodja: TMOGO207, heti draszéma: 3, kreditértéke: 3.
— gyakorlatvezets: Boros Zoltan
— idbpont, tanterem: szerda 16.00-18.40 (10 perc sziinettel), M 317
— datumok: szeptember 12., 19., oktéber 3., 10., 17., 24.,
november 7., 14., 21., 28., december 5., 12.

3. csoport (fizika) kédja: TTMBGO813, heti raszama: 2, kreditértéke: 2.
— gyakorlatvezets: Molnar Gabor Marcell
— idépont, tanterem: csutortok 14.00-15.40, M 205
— datumok: szeptember 13., 20., 27., oktéber 4., 11., 18., 25.,
november 8., 15., 22., 29., december 6., 13.

A gyakorlatokon az eldadason bemutatott ismeretek alkalmazasat szemlélteto feladatokat oldunk
meg. Az egyes gyakorlatok feladatsorait a gyakorlatvezetdk jelolik ki. Javasolt az alabb felsorolt
jegyzetek és példatdrak (a targyalt témakorhoz tartozo) feladatainak megoldésa.

A felkésziiléshez ajanlott jegyzetek

A gyakorlatokra és a vizsgara legegyszertibben minden hallgato az el6adasokon és a gyakorlatokon
készitett sajat jegyzeteibdl késziilhet fel. Ezek kiegészitésére javasoltak az alabbiak:

[BM-Ap| Bessenyei Mihély: Analizis Példatar (DE Mat. Int., 2014)
http://math.unideb.hu/media/bessenyei-mihaly/downloads/analex.pdf

[L-A1] Lajké Karoly: Analizis I. (KLTE Mat. és Inf. Int., 1998)
[L-A2] Lajké Kéroly: Analizis Il. (KLTE Mat. és Inf. Int., 1999)
[L-K1] Lajké Karoly: Kalkulus |. (DE Mat. Int., 2003)

]
]
]
[L-K1p] Lajké Karoly: Kalkulus I. példatdr (DE Inf. Int., 2004)
]
]
]

[L-K2] Lajké Karoly: Kalkulus Il. (DE Mat. Int., 2005)
[L-K2p] Lajké Kéroly: Kalkulus Il. példatdr (DE Inf. Int., 2004)
[Sze] Székelyhidi Laszl6: Differencial- és integralszamitads [A fels6bb analizis titjain] (Palotadoktor

Bt., 2009.)

Dr. Lajké Karoly felsorolt jegyzetei elektronikus formaban elérhetok a
http://zeus.nyf.hu/~mattan/faliujsag/lajko/ web-oldalon.

Tovabbi ajanlott irodalom:

[Fis] Emanuel Fischer: Intermediate Real Analysis. Springer-Verlag, New York o Heidelberg o Berlin, 1983.

[Rud] Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai. Mfiszaki konyvkiadd, Budapest, 1978.



A tananyag szamonkérése

A tantargy teljesitéséhez gyakorlati és kollokviumi jegyet kell szerezni. A korabban ebbdl a
tantargybol megszerzett gyakorlati jegyek természetesen érvényesek.

A gyakorlat teljesitése:

A gyakorlatok tananyagat a gyakorlatvezeték hatdrozzdk meg; javasolt tananyag a [BM-Ap]
példatéarban [116-119., 130-176. feladat (17., 19-26. old.)], a [L-A1] jegyzet VII. fejezetében, a
[L-A2] jegyzetben, valamint a [L-K1p] példatér II. kotetében (a VII-VIII. fejezetben) és a [L-
K2p| példatar I. fejezetében taldlhaté feladatok (ezek — az el6adésok és a gyakorlatok tematikdja
szerint haladva — abban az esetben is hazi feladatnak tekintenddk, ha a gyakorlatvezeté nem
jelol ki gyakorl6 feladatokat), valamint a példatarakban talalhaté mintamegoldasok. A fizika sza-
kosok gyakorlatan lényegesen kevesebb elméletibb jellegii (a definiciék és kordbbi tételek kreativ
alkalmazdsdval megoldhaté, kevés szdmolast igényld) feladat targyalandd, ezek helyett inkabb
a szamoldsi készséget fejleszto, gyakorlati jellegii feladatokat kell megoldani. Ez a sajatossig a
szamonkérésben is érvényesitendo.

A gyakorlatokon az aktiv (!) részvétel kotelez6 (a gyakorlatvezetdk a gyakorlatokon rendszere-
sen bevonjak a feladatok megoldasaba a jelenlévo hallgatékat és nyilvantartjdk a hidnyzasokat;
haromnal tobb igazolatlan hidnyzas esetén — illetve abban az esetben, ha a hallgaté felkésziilet-
lensége miatt tobb esetben nem tud vagy nem akar kozremiikodni a feladatok megoldasaban
— megtagadjak az alairdst). A gyakorlati jegy megszerzéséhez két dolgozatot kell megirni (ez
alél a hidnyzés igazoldsa sem mentesit, igazolt tdvolmaradas esetén pétdolgozat irandd). Dol-
gozatonként legfeljebb 25 pont, 6sszesen maximum 50 pont szerezheté. A gyakorlatokon 1]
vagy nehezebb feladatok megoldasanak bemutatasaért a gyakorlatvezeto a hallgatonak a félév
folyaman Osszesen legfeljebb 10 szorgalmi pontot adhat, amit a gyakorlati jegy megallapitasakor
hozzaadunk a dolgozatok osszpontszaméahoz.

A dolgozatban szorgalmi feladatként adott probléméak kidolgozdsaért szerezheté tobbletpontok a
dolgozat pontszaméaba beszamitanak (igy akar 25 feletti pontszam is elérhetd). A dolgozatokat
a gyakorlatokon, a gyakorlatvezeto altal bejelentett idopontban, az els6 dolgozatot oktober 25.
és november 8. kozott (valdszintileg a keddi csoportban november 6-an, a szerdai csoportban
november 7-én, a csiitortoki csoportban oktéber 25-én), a mésodik dolgozatot december 11. és
13. kozott kell megirni. December 20-an délutan 14:00-t6l lehetoséget adunk valamelyik dolgozat
Ujrairasara vagy pétlasara (barmelyik dolgozat javithaté vagy potolhatd, de minden hallgaté — az
igazolt hianyzasok miatt szervezett potlastol eltekintve — legfeljebb egy dolgozatot javithat vagy
pétolhat). Az tjrairt dolgozat eredeti pontszaméat toroljiik és az 4j pontszammal helyettesitjitk
(fiiggetleniil attdl, hogy melyik a nagyobb).

A felkésziilést segitik a kovetkezo oldalakon talalhaté mintadolgozatok is.

A gyakorlati jegy megéllapitasa:

0 — 24 pont 1
25 — 30 pont 2
31 — 36  pont 3
37 — 43  pont 4
44 — 504+ pont )



Differencial- és integralszamitas 1. mintadolgozat
(matematika [BSc ill. tandri] szak, november 6., 7.)

Az alabbi feladatok Osszpontszama 25, megoldési idé 100 perc.
Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.

FELADATOK
1. Meghatarozando
2
r* +6x 48 4 lim NS '
—-2 242 z—1- 1 — g3

(2+2=4 pont)

. Differencidlhaté-e a o(x) = /|z]> (x € R) fliggvény az xy = 0 pontban? (2 pont)
. Legyen

g(z) = V1+at, h(x):arcsin(lf 2) (x € R).
x

Meghatarozanddk a ¢’ és h' derivaltfiiggvények. (2+3=5 pont)

. Legyen

f(z) =ad%e™ (z e R).

Végezziik el az f fiiggvény teljes vizsgalatat a kovetkez6 szempontok szerint: zérushelyek
(illetve el6jelek); hatarértékek (-+oo-ben, —oo-ben); az els6 és masodik derivalt meg-
hatarozasa; a fliggvény monoton szakaszainak és lokélis széls6érték-helyeinek meghataroza-
sa; a fiiggvény konvex/konkdv szakaszainak és inflexios helyeinek meghatérozasa; véazlatos
abrazolas; az érték-készlet meghatarozasa. (14 pont)

. Szorgalmi feladat: Legyen
f(z) = 2% sin(22) (z € R).
Meghatérozandé f(201%)(z) (tetszéleges © € R esetén). (3 pont)

. Szorgalmi feladat: Meghatarozandd

. 1
mlg& <E - ctg(x)) :
(3 pont)
. Szorgalmi feladat: Igazolja, hogy minden x, y €]0, 400 és t € [0, 1] esetén

logy((1 —t)x +ty) > (1 —t)logy x + tlogy y
teljestil! (4 pont)



Differencial- és integralszamitas 2. mintadolgozat
(matematika [BSc ill. tandri] szak, december 11., 12.)

Az alabbi feladatok 6sszpontszama 25, megoldasi id6 100 perc.
Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.

FELADATOK

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat:

4 i 1
- \/5\/E dz, / (32 — 257) da | / wsin(z® + ) du / = i
és / arcsin(z) dzx .

(1+4-2+2+3+2=10 pont)

2. Hatarozzuk meg az alabbi Riemann-integralokat:

w/4 1 1 1 0 1 T
—d —d ——————dx 6 i dz .
/0 o2 (7) x, /_1 i X, /_1 3.4 x  és /0 zsin(z) dx

(2+43+3+3=11 pont)

3. Hatarozzuk meg az alabbi improprius-integralokat:

+oo 1
/ 37%dr  és / zn(z)dz.
0 0

(2+42=4 pont)

4. Szorgalmi feladat: Kiszamitando

w/2 1 T
/ , dx és / sin’(z) dx .
x/3 sin(z) 0

(3+3=6 pont)

5. Szorgalmi feladat: Az
1
fla)=~ (el +oo])

fiiggvény grafikonjat a = tengely koril elforgatva kapunk egy nem korlatos forgastestet.
Igazoljuk, hogy ennek a forgastestnek a térfogata véges (tehéat adott térfogati gyurmabdl
tetsz6legesen hosszi darabja elkészithetd), de a felszine végtelen (igy pl. nem tudjuk lefes-
teni)! (4 pont)



Differencial- és integralszamitas 1. mintadolgozat
(fizika [BSc| szak, oktéber 25., csiitortok 14:00)

Az alabbi feladatok Osszpontszama 25, megoldési idé 100 perc.
Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.

FELADATOK
1. Meghatarozando
2
T 6
@’ +6r+8 o VT
-2 2421 z=1-1— g

(2+2=4 pont)

2. Legyen
z(z+1) / 1 3
F(@:ﬁ’ G(z)=v1+az*, H(z)=arctg(z°) (x € R).
x
Meghatérozanddk az F’, G' és H' derivaltfiiggvények. (2+2+2=6 pont)
3. Legyen

f(z) =2’ (z € R).

Végezziik el az f fiiggvény teljes vizsgalatat a kovetkez6 szempontok szerint: zérushelyek
(illetve el6jelek); hatarértékek (-+oo-ben, —oo-ben); az els6 és masodik derivalt meg-
hatarozasa; a fliggvény monoton szakaszainak és lokélis széls6érték-helyeinek meghatéroza-
sa; a fiiggvény konvex/konkév szakaszainak és inflexios helyeinek meghatédrozasa; véazlatos
abrézolas; az érték-készlet meghatarozésa. (13 pont)

4. Meghatarozando
sin 3x

lim ———.
xz—0 3T — 3¢
(2 pont)
5. Szorgalmi feladat: Legyen
f(z) = 2*sin(22) (x € R).
Meghatérozandé f"”(x) (tetszéleges x € R esetén). (3 pont)
6. Szorgalmi feladat. Meghatarozandd
lim (2~ - ctg(x)
S (5~ ta@))
(3 pont)



Differencial- és integralszamitas 2. mintadolgozat
(fizika [BSc| szak, december 13., csiitortok 14:00)

Az alabbi feladatok Osszpontszama 25, megoldési id6 100 perc.
Tankonyv, jegyzet nem hasznalhato.

FELADATOK

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarozatlan integralokat:

_ 4 i 1
; \/5\/5 dz / (3% — 2°") dw / Tsin(z® + ) do / 2 e
és /arcsin(x) dx .

(142+2+3+2=10 pont)

2. Hatarozzuk meg az alabbi Riemann-integralokat:

16 /4 1 1 1 0 1 T
d —d —d —————dx é i dzx .
/1 Vrdr, /0 o2 (2] X, /1 N7 X, /1 3572 x 6és /0 xsin(x) dx
(2+2+3+3+3=13 pont)

+oo
3. Hatdrozzuk meg az [ 37*dx improprius-integrélt! (2 pont)
0

4. Szorgalmi feladat: Kiszamitando

/2 1 T
/ , dx és / sin®(z) dx .
7/3 sin(z) 0

(3+3=6 pont)

5. Szorgalmi feladat: Az
1
f) == (zell, +ool)

fliggvény grafikonjat a x tengely koriil elforgatva kapunk egy nem korlatos forgastestet.
Igazoljuk, hogy ennek a forgastestnek a térfogata véges (tehdt adott térfogati gyurmabdl
tetszélegesen hosszu darabja elkészithetd), de a felszine végtelen (igy pl. nem tudjuk lefes-
teni)! (4 pont)



Az elméleti vizsga teljesitése:

A kollokvium szébeli, tételhuzéssal, irasbeli felkésziiléssel. A tételsor ezen tajékoztatd utolsd
oldalan taldlhatd. A tétel kidolgozasa soran a bizonyitasok leirdsara vagy felvazolasara (majd
részletesebb szébeli ismertetésére) is torekedjenek! Természetesen a hosszabb, Osszetettebb bi-
zonyitasok ismerete csak a jeles illetve (részben) a j6 érdemjegy megszerzéséhez kovetelheté meg.
A vizsga soran a felkésziiltség minél pontosabb felmérése érdekében a kihuzott tétel attekintése
mellett a tananyag mas részeibél (a tobbi tétel anyagabdl) is kapnak kérdéseket (fogalmakra,
alapvetd tételekre vonatkozdéan). A felkésziilés folyaman kiilondsen tigyeljenek az alabb felso-
rolt alapvetd fogalmak (definicidk) illetve tételek pontos megtanuldsira, mivel ezek hibatlan
ismertetése (a kihuzott vizsgatétel témakorében illetve a vizsga sordn feltett kérdésre vélaszolva)
elengedhetetlen a kollokvium sikeréhez!

Alapveto6 fogalmak és tételek

Legalapvet6bb definiciok:

Fiiggvény hatéarértéke.

Fiiggvény differencidlhatdséga, differencidlhdnyadosa (derivaltja).

Figgvény lokalis minimuma, maximuma.

Primitiv fiiggvény.

Fiiggvény Riemann-integrédlhatdsiga, Riemann-integralja (beleértve a sziikséges segédfogalmakat
és allitasokat: beosztasok, also és fels6 integralkozelité osszegek illetve 0sszehasonlitasuk, alsd és
fels6 Darboux-integralok).

Tovabbi alapveto definiciok:

Hatéarérték-fogalmak valds fiiggvényekre.
Magasabb rendben (n-szer) differencidlhaté fliggvény (pontban, intervallumon).
Konvex (konkav) fliggvény; inflexiés pont.

Integralfiiggvény (az integral, mint a fels6 hatér fiiggvénye).

Alaptételek:

Atviteli elv fiiggvény-hatarértékre.

Folytonossag és hatarérték.

Elemi fiiggvények derivaltfiiggvényei.

Derivéldsi szabédlyok (alapmiiveletekre, Osszetett fiiggvényre, inverz fliggvényre).
A differencidlszamités kozépérték-tételei (Rolle, Lagrange, Cauchy féle).
Alapintegralok.

Integralasi szabalyok (linearitds, parcidlis és helyettesitéses integralas) hatarozatlan illetve hatéa-
rozott integralra.

Newton—Leibniz-formula.

Integralfiiggvény (mint a felsé hatar fiiggvénye) derivéldsa.



10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.
18.

Differencial- és integralszamitas
VIZSGATETELEK

. Fiiggvény-hatarérték fogalma, kapcsolata a folytonossaggal. Atviteli elv. Valds értéki

fiiggvények hatarértékének kapcsolata a miiveletekkel és a rendezéssel.

. Tovabbi hatarérték-fogalmak valds fiiggvényekre: egyoldali hatarértékek, végtelenben vett

hatartétékek, végtelen hatarértékek. Szakadasi helyek osztalyozasa. Monoton fiiggvények
hatarérték-tulajdonsagai.

. Valés figgvények differencialhdnyadosa. Linearis approximéacié. Differencialhatosag és

folytonosség.

Differencialhatdsdg és miiveletek (alapmiiveletek, az Gsszetett fiiggvény derivaltja). A valds
valtozos fiiggvény inverzének derivaltja.

Hatvanysorok differencidlhatosaga. Az elemi fiiggvények derivalasa.

. A differencidlszamitas kozépérték-tételei. L’Hospital-szabaly.
. Valos differencidlhaté fliggvények vizsgélata (széls6érték-helyek, monotonitds, konvexitas).

. Valés fiiggvények magasabb rendi derivéltjai, Leibniz-szabdly, Taylor-tétel, a lokalis szélso-

érték elegendo feltétele.

Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral. Integralasi szabdlyok.

Racionalis tortfiiggvények integréalasa.

A Riemann-integral fogalma. Az integral kiszamitasa: Newton—Leibniz-formula.

A Riemann-integralhatésag Riemann-kritériuma. Az integralhatésag elegendé feltételei.

A Riemann-integral mitveleti tulajdonsagai. EgyenlGtlenségek, kozépérték-tételek Rie-
mann-integralra.

Az integral intervallum-additivitasa. Az integral, mint a fels6é hatar fiiggvénye. Parcialis
és helyettesitéses integralas.

Improprius-integralok.
Fiiggvénysorozatok és -sorok tagonkénti integralhatdsaga és differencidlhatésaga.
Az integral alkalmazdsai (gorbe alatti tertilet; {vhossz; forgéastestek felszine, térfogata).

A Riemann-integralhatosag Lebesgue-kritériuma.



