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1. Feliletek

Figyelembe véve a gorbék paramétertartomanyaként szerepeltetett (korlatos) zart intervallumokat,
a feliiletek esetében a korlatos, zart intervallumok Descartes-szorzataként elgallo

T = [a,b] x [¢,d]

téglalap tiinik természetes valasztasnak paramétertartoméanyként. Valojaban a paramétertartomany
elegendGen sima deformacioja megengedett a parametrizalt feliiletek elméletében. Igy téglalap he-
lyett gondolhatunk példaul korszerii siklemezre is és hasonld a helyzet a szakirodalomban gyakran
szerepeltetett normaltartomanyokkal [3]: a

{(z,y) | a(z) <y < B(x), a<a < b}

norméltartomanyt az (z,s) — (z, (1—s)a(z)+sp(x)) leképezés inverze a T = [a, b] X [0, 1] téglalapba
viszi at.

1. Definicié. A o:T C R? — R3 leképezés requldris parametrizdlt feliilet, ha folytonosan differen-
cidlhato, azaz elddll a paramétertartomanyt tartalmazo nyilt halmazon értelmezett, folytonosan diffe-
rencidlhato leképezés leszikitéseként és parcidlis derivdltvektorai linedrisan fiiggetlenek.
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Eqgy requldris parametrizdlt feliletet elems feliiletnek neveziink, ha invertdlhato, azaz a paraméter-
tartomdny kilonbizo elemeinek képe kilonbézd. A o:T C R? — R3 folytonos leképezés feliilet, ha
elddll véges sok, paronként nem dtfedd elemi feliilet eqyesitéseként.

Az elemi feliilet fogalma tehat tovabbra is parametrizalt felillet, azaz a koordinatasik alkalmas
tulajdonsagi részhalmazanak alkalmas tulajdonsagu leképezése a koordinatatérbe. Léatszolagos bo-
nyolultsaga ellenére a feliilet definicidja természetes kovetelményeket fogalmaz meg: a paramétertarto-
many kompaktsiga és a paraméterezés folytonossaga biztositja, hogy a feliiletek - mint ponthalmazok
- a koordinatatér kompakt részhalmazai, azaz "végesek" és egy-egy feliilet "kontirja" is a feliilet része
(topologikus zartsag). Az oOsszefiiggdség és a folytonossag szemléletes jelentése, hogy minden felii-
let egy darabbol all. A regularitasi feltételnek készonhetGen pedig a paramétertartomany pontjainak
megfeleld feliileti pontokban az érinté éppen a p := o(u, v) pontra illeszkeds és a Dyo(u, v) x Dyo(u,v)
normalvekoru sik. A paramétertartomany mérhetGsége (véges teriiletmérték) a paraméterezésre vo-
natkozo kikotésekkel egyiitt maga utan vonja, hogy a feliiletek is mérhetSk, azaz rendelkeznek (véges)
felszinmeértékkel. Mivel egy feliilet véges sok, nem atfeds elemi feliilet egyesitése, ezért a teljes felszin
Osszegzéssel hatarozhatoé meg az elemi feliiletekre vonatkozo

Alo) = / |Dyo x Dyol(u,v) dudv
T

képlet alapjan.

2. Definicié. Egy o:T C R? — R? feliilet felszinén az

Ao) = Z/T |D1o; X Dol (u,v) du dv
i=1 7 Ti

osszeget értyik, ahol Ty, Ts, ..., T, a paramétertartomdny kézés belsd pont nélkili téglalapok unioja-
ként valé elddllitdsa gy, hogy o; = ol|r, elemi felilet barmely i € {1,2,...m} index esetén. Elemi
feliiletekre

Alo) = / |Dyo x Dyol(u,v) dudv.
T

Feliiletek példaul a(z)
(i) v,w,z bazisvektorok atal kifeszitett paralelepipedon lapjai:
Ovw:[0,1] X [0,1] = R? oyw(u,v) i= uv + vw,
Owz: [0,1] X [0,1] = R? 0w,(u,v) := uw + vz,
0vz:[0,1] X [0,1] = R?, oy, (u,v) := uv + vz,

(ii) hengerpalast
0:10,27] x [0,m] = R* o(u,v) := (rcosu,rsinu,v),
ahol 7 > 0 és m > 0 rogzitett konstansok,
(iii) kappalast
0:10,27] x [0,1] = R®, o(u,v) := v(r cosu,rsinu, m),

ahol 7 > 0 és m > 0 rogzitett konstansok.



1. Megjegyzés. A kuppalast fenti paraméterezése tulmutat az eddigi feliiletfogalom keretein, ugya-
nis a kap (0,0) paramétert csticspontja szingularitas:

D10' X DQO’(0,0) = 0.

Ezen segit, ha a paramétertartomany hatarpontjaiban eltekintiink regularitasi feltételek elGirésatol
[3] és csupéan a folytonossag kovetelményét tartjuk meg. Cserébe viszont meg kell kovetelni (példaul)
a parcidlis derivaltvektorok hosszanak korlatossagat a paramétertartomany belseje folott (a feliileti
integralok létezése). Esetiinkben ez automatikusan teljesiil, hiszen egy folytonosan differencialhato
leképezés lesziikitésérdl van sz6. Univerzalis feliiletfogalom helyett tekintsiik a kovetkezs fontos felii-
letcsaladot.

Alapul véve a z-tengely koriili forgasok

cosu —sinu 0
M(u):= | sinu cosu 0
0 0 1
egyparaméteres csoportjat, legyen

c:la,b] = R?, c(v) := (2(v),0, 2(v))

egy gorbe gy, hogy x(v) > 0, legalabbis a paramétertartomény véges sok elemétdl eltekintve (1d. pl.
a forgaskap esetét). A o(u,v) := M(u)c(v) képlettel definialt feliileteket forgasfeliileteknek nevezziik.

1. Feladat. Milyen alakzat paraméteres elGallitasa

o(u,v) == ((R+rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv).

Megoldas:
cosu —sinu 0 R+ rcosv
o(u,v) = sinu cosu 0 0 ,
0 0 1 rsinv

azaz az wz-koordinatasikban fekvs, (R,0,0) kozéppontu, r sugari kor megforgatottja a z-tengely
koriil, az an. torusz.

2. Feladat. Vezesse le a forgésfeliiletek felszinének kiszamitasara vonatkozo képletet.

Megoldas:
—sinu  —cosu 0 z(v)
Dio(u,v) = M'(u)c(v) = Cos U —sinu 0 0 = (—z(v) sinw, z(v) cosu, 0),

0 0 0 z(v)

cosu —sinu 0 ' (v)

Doo(u,v) = | sinu  cosu 0 0 = (2/(v) cosu, 2’ (v) sinu, 2’ (v)),
0 0 1 2 (v)
ahonnan

D10 X Dyo(u,v) = (x(v)z'(v) cosu, z(v)2' (v) sinu, —z(v)z'(v)),
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|Dyo x Dyol(u,v) = z(v)|d (v)],
figyelembe véve, hogy x(v) > 0. Kapjuk tehat, hogy

b
/ |Dyo x Dyol(u,v) dudv = 27?/ z(v)|d (v)| dv.
T a

Ha a profilgorbe egy fiiggvény grafjaként megadhato un. Euler-Monge-féle ¢(v) = (f(v),0,v) para-
meéterezéssel, akkor

/T|Dla X Dyol(u,v) dudv = 2w /bf(v)\/l + f'(v)? dv.

3. Feladat. Szémitsa ki a 0:[0,27] x [—7/2,7/2] — R3,
o(u,v) := (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)
paraméterezéssel adott gombfeliilet, toviabba a kup- és a hengerpalést felszinét.
Megoldas: a gémbfeliilet esetében
Dio(u,v) = r(—sinucos v, cos ucos v, 0),

Dyo(u,v) = r(—cosusinv, — sinusin v, cosv),
vektorialis szorzatuk pedig
Dyo X Dyo(u,v) = r?(cosucos® v, sinu cos” v, sin v cos v),
|D1o x Dyol|(u,v) = r? cos v,
figyelembe véve, hogy cosv > 0, ha v € [—7/2,7/2]. Kovetkezésképpen
w/2
/ |Dyo X Dyol|(u,v) dudv = 27“271'/ cosv dv = 2r’m [Sinfu]:r/f/2 = 4r?r.
T —7/2

Alapul véve a kuppalast
0:[0,27] x [0,1] = R? o(u,v) := v(rcosu,rsinu, m)

paraméterezését,
Dyo(u,v) = v(—rsinu,rcosu,0),
Dyo(u,v) = (rcosu,rsinu, m),

vektorialis szorzatuk pedig
Dio x Dyo(u,v) = v(mr cos u, mrsinu, —r*) = vr(m cosu, msinu, —r),

|Dyo x Dyol|(u,v) = vrvm? 4 r2.
Kovetkezésképpen

/ |Dyo x Dyol(u,v) dudv = mrvm? + r2.
T
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Végiil pedig a hengerpalast
0:10,27] x [0,m] = R* o(u,v) := (rcosu,rsinu,v)
paraméterezésébdl kiindulva
Dyo(u,v) = (—rsinu,rcosu,0),
Dyo(u,v) = (0,0,1),
vektorialis szorzatuk pedig
Dyo x Dyo(u,v) = r(cosu,sinu,0),
| D10 % Dyol|(u,v) = 1.
Kovetkezésképpen
/ |Dyo x Dyol(u,v) dudv = 2mrm.
T

1.1. Az els6 alapmennyiségek

Tekintsiik egy elemi feliilet p = o(u, v) pontjat, ahol (u,v) a paramétertartomany belsé pontja. A
paraméterezéssel szemben tamasztott kovetelmények megengedik, hogy a p pontra illeszked6 barmely
feliileti gorbét

c=o(c',¢?), ¢(0)=p
alakban irhassunk fel, azaz a paramétertartomanyban haladé gorbe o-altali képeként, ahol ¢'(0) = u
és 2(0) = v. Mivel
¢ (0) = '(0)Dyo(ct, ) + 2 (0)Dyo (e, 2),
a p = o(u,v) pontra illeszkedd és a Dio(u,v), Deo(u,v) paramétervonal-érintk altal kifeszitett sikot
értelemszertien tekinthetjiik a feliilet érintésikjanak a p pontban. Az érintGsik egységnormélisa

N(u,v) : !

= D D )
Dro % Dyo|(u,0) 210 < P2olu:v)

Szamitsuk ki a ¢ gérbe ivhosszat a feliilet paraméterezésére vonatkozo ¢! és ¢® koordinatafiiggvények
segitségével:
d(t) = () Dio(c!(t), (t)) + & (8) Dao(c' (1), (1)),

[ ela= [\ S 00 @D, Do) el o). e e

1,j=1

Az ivhosszformulaban felbukkané
gij == (D;o,D;o) (i,j =1,2)
fiiggvényeket a feliilet els6 alapmennyiségeinek nevezziik. Klasszikus (Gauss-féle) jelolésekkel
E :=(Dyo,Dy0), F = (Dy0,Dy0), G = (Dy0, Dy0).

3. Definicidé. Azokat a mennyiségeket, melyek kifejezhetdk az elsd alapmennyiségek és parcidlis deri-
vdltjaik segitségével, belsd geometriai mennyiségeknek nevezziik.



4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy |Dio x Dyo|? = det g;;.
Megoldas: a vektorialis és a skalaris szorzat geometriai értelmezésébdl kiindulva
|Dy1o x Dyo|* = |Dyo|*| Dyo|? sin® a = | Dyo|*| Dyo[* (1 — cos® a) =

<D10> D20>2

Dyol?|Dyo|? |1 — 2=
| 1U|| %7| ( |1)10¢%l)%7p

) = |D10|?|Doo|? — (D10, Da0)? = g11922 — 1.
5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a gombfeliilet vetitése a koré irt hengerpalastra felszintarto leképezés

- Archimédesz tétele.

Utmutatas: tegyiik fel, hogy az origd kézépponti egységsugart gombfeliiletrsl van sz6, melynek a
koré irt hengerpalastra valo projekciojat a

(cosucosv,sinucosv,sinv) —  (cosu, sinu,sinv)

képlettel értelmezziik - vegyiik észre, hogy a vetités a z-tengelyre meréleges irdnyban torténik és a
hengerpalast
o(u,v) := (cosu,sinu, sinv)

paraméterezéséhez vezet. A gomb és a hengerpalast paraméterezéseihez tartozé els§ alapmennyiségek
determinansanak egyenlGsége Archimédesz tételének bizonyitasat adja.

6. Feladat. Igazolja, hogy (u,v) — (cosu,sinu,v) a sik tavolsagtaro leképezése a hengerre.
Utmutatas: Mutassa meg, hogy a szoban forgo paraméterezésnél £ =1, F =0és G = 1.
7. Feladat. Igazolja, hogy a sztereografikus projekcié a gombfeliilet szogtartd leképezése a sikra.

Megoldas: a sztereografikus projekcié a gombfeliilet vetitése az északi polusbol az egyenlits sikjara.
Az egyszertiség kedvéért legyen egységnyi a sugar és az orig6 a gobmb centruma, azaz egyenlitGjének
egyenlete z = 0. A gémb P(z,y, z) pontjanak képét a

(0,0,1) +t((x,y,2) — (0,0,1)) = (tx,ty, 1 +t(z — 1))

kifejezés harmadik koordinatajanak eltiinésével hatarozhatjuk meg:

azaz

uzl—z’ Uzl—z

méar az egyenlitG sikjanak paraméterei. Figyelembe véve, hogy
Pyt =1,

meghatarozhatjuk x, y és z értékét az u és v paraméterek fiiggvényében: az x = (1 —2)u, y = (1 —2)v
helyettesitésekkel
(W +v?)(1 -2+ 22 =1,
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(W’ +0*)(1—-2) =1+z2,

azaz
w4+ 02 —1
2=
w2 +v2+1
kovetkezésképpen
2u 2v
r=— S
w2+ 0241’ y u2 +0v2+1
A gombfeliilet
(1,0) 2u 20 w402 —1
U7U b )
w24+ 1w+ 1w+ 02+ 1

paraméterezését alapul véve hosszadalmas, de 1épésenként egyszerd szamitds mutatja, hogy az els6
alapmennyiségekre a

4
() = — b
9is (1) (w2 +v2+1)27"
Osszefiiggés adodik, ahol 6;; az un. Kronecker-delta, melynek értéke 0 kiilonb6z6 indexek esetén,
illetve 1, ha az indexek egybeesnek:

2
DlU(U, U) = m (’02 +1-— 'LL2, —QUU, QU,) ,
2 2 2
DQU(U,’U) = m (—Q'LL'U,'U/ + 1 — v ,2'1)) s

ahonnan

4
(u? +v2 4 1)%
Masképp fogalmazva, az els§ alapmennyiségek a gdmbon a sik elsG alapmennyiségeinek (ugyanazon)

fliggvényszeresei. Ez azt jelenti, hogy metsz§ feliileti gorbék érintéinek a bels6 szorzatat a normék
szorzataval osztva, ugyanazt az értéket kapjuk, mint a paramétertartomany megfelel6 gorbéi esetén.

|Dyo|?(u,v) = | Do) (u,v) = (Dyo, Dyo) (u,v) = 0.

1.2. A Gauss-féle haromél

A regularitasi feltételeknek kdszonhetéen a Do, Doo és az N feliileti egységnormaélis egy bazisat
alkotjak a térnek az elemi feliillet mentén. A bazisvektorok valtozasat leird derivaltak kifejezése -
éppugy, mint a gorbeelméletben - a feliiletet meghatarozé fiiggvénycsaladokhoz vezet: Christoffel
szimbolumok, mésodik alapmennyiségek és a formaoperator matrixa. Feltéve, hogy a paraméterezés
legalabb kétszer folytonosan differencialhaté

DiDio = F%lDla + F%]_DQO- + 11N,
DyDio = F%lDlo + FngQO— + Y21 N,
DiDyo = F%QDlo + F%zDQO— + 712N,
DyDyo = F%QDla + F§2D20_ + Yoo N

az un. Gauss-egyenletek, ahol a szerepld Ffj fiiggvényegyiitthatokat Christoffel-féle szimbolumok-
nak, mig a v;; fiiggvényegyiitthatokat masodik alapmennyiségeknek nevezziik. A parcidlis derivaltak
felcserélhetGsége miatt nyilvanvalo, hogy

Th =T%, 2= (i,5,k=1,2).
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Teljessé valik a kép a feliileti egységnormaélis valtozasat jellemzé
DlN = —b%DlO' — b%DQU + CL1N

D2N = —b%DlO' — bgDQU + CLQN

in. Weingarten-féle egyenletek felirasaval.

1.3. Kiszamitasi formulak

Tegyiik fel, hogy az elemi feliilet paraméterezése legalabb kétszer folytonosan differenciadlhaté és
tekintsiik az els6 Gauss-egyenlet mindkét oldaldnak skaléris szorzatat a feliilethez érintGleges Dqo,
illetve Dyo vektorokkal:

(D1Dyo, Do) =T}, E +T%F,

(D1Dyo, Dyo) =T}, F +T2,G.

A 4. Feladat eredménye szerint
EG—-F*+#0

a paramétertartomany pontjaiban, ezért a két egyenletbdl - felhasznélva a Cramer-szabalyt - a I'}; és
a I'?, fiiggvények kifejezhetsk E, F, G, illetve a

<D1D10‘, D10'>, <D1D10’, DQO’)

mennyiségek segitségével. Hasonl6 a helyzet az Gsszes szimbolum esetében: képezziik a megfelelg
egyenlet mindkét oldalanak skalaris szorzatat a parameétervonal-érintGkkel.

1. Tétel. A Christoffel-féle szimbolumok a feliilet belsd geometriai mennyiséges.

Bizonyitas. Tekintsiik példaul az els6 Gauss-egyenletbdl kapott
<D1D10', D10'>, <D1D10’, DQO')

mennyiségeket. A szorzatszabaly alapjan:
1 1
<D1D10’, D10'> = §D1<D10', D10'> = §D1E,

<D1D10’, D20'> == Dl <D10’, D20’> - <D10', D1D20'> =

1 1
DlF — <.D10'7 D2D10'> = DlF — §D2<D10', D10'> = DlF — §D2E,

ahol a parcialis derivalas sorrendjének cseréjénél kihasznaltuk, hogy a paraméterezés legalabb kétszer
folytonosan differencialhaté. [
A maéasodik alapmennyiségek kifejezéséhez vegyiik a Gauss-egyenletek skalaris szorzatat a feliileti

egységnormalissal:

A klasszikus Gauss-féle jeloléseket kovetve

= <D1D10’, N>, m = <D1D20’, N), n = <D2D20’, N>



Ratérve a Weingarten-féle egyenletekben szereplé mennyiségek meghatirozasara, vegyiik észre
el6szor is, hogy
(D1N,N) = (DyN,N) =0,

azaz a feliileti egységnormalis parciélis derivaltvektorai érint6legesek a feliilethez - ez konnyen lathato
az

(N,N) =1
egyenlet parcidlis differencialéasa segitségével. Kapjuk tehat, hogy egyenleteink a
DN = —b1Dyo — biDyo
DyN = —byDyo — b3Dyo
alakra redukal6dnak: a; = ay = 0. Véve az egyenletek skalaris szorzatat a paramétervonal-érint&kkel:
(D\N,Dyo) = —bjE — b3 F
(DN, Dyo) = —b1F — G,

illetve
(D3N, Do) = —byE — b3F

(D3N, Dyo) = —byF — b3G

kovetkezik, ahonnan - a Cramer-szabalyt kdvetve - a b} fiiggvényegyiitthatok kifejezhetsk E, F', G és

a
<D1N, D10>a <D1N, D20>,

illetve
<D2N, D1<7>7 <D2N, D2‘7>

mennyiségek segitségével. Vegyiik észre azonban azt is, hogy az
(Dijo,N) =0 (i=1,2)
egyenlet parcialis derivalasa a
(Do, DijN) = —(D;Djo, N) = —;;

osszefiiggésekhez vezet, azaz nem kapunk tovabbi, lényegesen kiilonbozé fliggvényegyiitthatokat (a
méasodik alapmennyiségek —1-szeresei). A linearis egyenletrendszereket méatrixok segitségével tomo-

ritve,
Il m\ [(FE F bl bl (1)
m n ) \F G b b )’
ahonnan )
E F\ I mY\ (b b (@)
F G m n )\ b b3
kévetkezik.

8. Feladat. Igazolja, hogy

E F\ ' 1 G —F
F G) ~EG-F2\-F E )



Megoldas:

1 G -—-F E F\N (10
EG—-F2\ -F FE F G) \(01)°
Emlékeztetiink ra, hogy a feliileti egységnormalis parcidlis derivaltvektorai érintélegesek a felii-

lethez. Ennek az észrevételnek a birtokdban azt mondhatjuk, hogy a Weingarten-féle egyenletek a

“ .0,

feliilet érintGsikjanak egy linearis transzformaciojat irjak le. A feliilet p = o(u, v) pontjaban vett un.
formaoperator az adott pontbeli érintdsik

bl bl vl
o 1 .2 1 2
e=etene (3 ) (02

linearis leképezése, ahol a koordinatak a paramétervonal-érintékre vonatkozoan értenddk:
v = v'Dyo(u,v) + v>Dyo(u,v),

a képvektor pedig

11 1
(Ulb} + U2b%)D10<u,U) + (vlbf + v2b§)D20(u,v) = (D1o(u,v), Dyo(u,v)) ( Z% Z% ) < U2 ) )
1 03

A Weingarten-féle egyenletek alapjén

(D1 (u, ), Daor(u, v)) ( Z% % ) ( v ) — (0! Dy N(u,0) + v2DyN(u,v)) = —N'(u, ) ( z; ) ,

,UQ

azaz a formaoperator a feliileti normaélis valtozasarol informal a feliilethez érintéleges iranyok men-
tén. Mivel egységvektorrol van szo, a valtozas a vektor irdnyanak valtozasat jelenti, szoros kap-
csolatban a feliilet alakjaval. A formaoperatort a b; mennyiségekbdl képzett matrix reprezentilja a
paramétervonal-érint6k alkotta bazisra vonatkozdéan. Mivel ez egy szimmetrikus méatrix, ezért a

bi—A by \_ o bi b, bi b,
det( R I = A" — trace B 12 A+ det BB

karakterisztikus polinom diszkriminédnsa

1 1 1 1
trace” ( Z% % ) — 4det ( 2% Zé ) = (bf +03)% — 4(bjba — b3b) = (b — b2)* + 4b%b > 0,

azaz van két (esetleg egybeess) valos gyok: ki és ko, Ezek a gyokok a formaoperator sajatértékei. A
feliiletelméletben betoltott szerepiikre tekintettel, a feliilet f6gorbiileteinek nevezziik Gket, a hozzajuk
tartozo sajatvektorok pedig az un. féiranyok.

4. Definicié. A fdogorbiiletek szorzatdt Gauss-féle szorzatgorbiiletnek, szamtani kézepét pedig Min-
kowski-féle dsszeqgorbiiletnek nevezzik.

Osszefoglalva az eddigieket a o: T C R? — R3 paraméterezéssel adott feliilet
e els§ alapmennyiségei

E = <D10’, D10'>, F = <D10, D20>, G = <D20', DQO’),
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mésodik alapmennyiségei
= <D1D10’7 N>, m = <D1D20’, N), n = <D2D20', N),

ahol
1

N=— -~
|D10' X D20'|

D10' X DQU

a feliileti egységnormalis,

formaoperatoranak matrixa

bl (E F\ '/l m\ 1 G -F I m
v ) \F G m n ) FEG—-F2\ —-F FE m n

e Gauss-gorbiilete a formaoperator matrixanak determinénsa:
In —m?
K= — 0
EG—-F

Minkowski-gorbiilete pedig a formaoperator-matrix atlososszegének a fele:

B 1Gl—2Fm + En
2  EG-F?

9. Feladat. Szamitsa ki a henger és a gomb elsd, illetve méasodik alapmennyiségeit, a formaoperator
matrixat és a Gauss-gorbiiletet.

Megoldéas: a hengerpalast
0:[0,27] x [0,m] = R?®, o(u,v) := (rcosu,rsinu,v)
paraméterezésébdl kiindulva,
Dio(u,v) = (—rsinu,rcosu,0), Dyo(u,v) = (0,0,1).
Az els6 alapmennyiségek tehat
E(u,v) = (D0, Dio)(u,v) = r*, F(u,v) = (D10, Dyo)(u,v) = 0,

G(u,v) = (Dyo, Dyo)(u,v) = 1.

A mésodik alapmennyiségek kiszdmitasdhoz sziikség van a feliileti egységnormélisra:
Do x Dyo(u,v) = r(cosu,sinu,0), |Dio x Dyol|(u,v) =r,

1
N(u,v) = Do % Dyol(0.0) Do x Dyo(u,v) = (cosu,sinu,0).

A paraméterezés méasodrend parcialis derivaltjai pedig

D, Do (u,v) = (—rcosu, —rsinu,0), DyDyo(u,v) = DyDyo(u,v) = (0,0,0),
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DyDyo(u,v) = (0,0,0).
A masodik alapmennyiségek tehat
l(u,v) = (D1Dyo, N)(u,v) = —r, m(u,v) = (DyDyo, N)(u,v) = 0,
n(u,v) = (DyDyo, N)(u,v) = 0.

A formaoperator matrixa
bl (E F\ '/l m\ 1 G -F Iom\
v ) \F G m n ) EG-F2\ —-F F m n )
1/10 -r 0\_ 1/10
r2\ 0 r? 00/ +\00)"

ahonnan a henger Gauss-gorbiilete zérus. A goémb esetében tekintsiik a geografikus o: [0, 27] X
[—m/2,7/2] = R3, o(u,v) := (rcosucosv,rsinucosv, rsinv) paraméterezést:

Dio(u,v) = r(—sinucos v, cos ucos v, 0),

Dyo(u,v) = r(—cosusinv, — sinusin v, cosv),

vektoridlis szorzatuk pedig
D10 X Dyo(u,v) = r*(cos ucos® v, sin u cos” v, sin v cos v),
|D1o x Dyol|(u,v) = r? cos v,
figyelembe véve, hogy cosv > 0, ha v € [—7/2,7/2]. Kovetkezésképpen
N(u,v) = (cosucosv,sinucos v, sinv).

A mésodrendii parcialis deriviltak pedig

D, D;o(u,v) = r(—cosucosv, —sinucosv,0),

DyDyo(u,v) = DyDyo(u,v) = r(sinusinv, — cosusin v, 0),
DyDsyo(u,v) = r(— cosucosv, —sinucos v, — sinv).

Az els6 alapmennyiségek:

E(u,v) = r*cos®v, F(u,v) =0, G(u,v) =r?
A masodik alapmennyiségek:

l(u,v) = —rcos®v, m(u,v) =0, n(u,v) = —r.

Mindezek alapjan a formaoperator métrixa

1 r? 0 —rcos’v 0 1710
r4 cos? v 0 r2cos?v 0 —r Ty 0o 1)’

ahonnan a Gauss-gorbiilet 1/r2.

A henger tehat (a sikkal egyetemben) zérus Gauss-gorbiiletd, az egységsugart gémb gorbiilete
pedig konstans 1. Teljessé teszi a képet a konstans negativ gorbiiletii parametrizalt feliilet, az tn.
pszeudoszféra:

o(u,v) := a(cosusinv, sinusinv, cosv + log tan(v/2))
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10. Feladat. Igazolja, hogy a pszeudoszfére gorbiilete konstans —1/a?.
Megoldas: az egyszertiség kedvéért szoritkozzunk az a = 1 esetre,
Dio(u,v) = (—sinusinv, cos usinv, 0),

Dyo(u,v) = (cosucosv,sinucosv, —sinv + 1/sinv),

vektorialis szorzatuk pedig
D10 x Dyo(u,v) = (— cosusin®v + cosu, — sin usin® v + sin u, — sinv cosv) =

(cos u cos® v, sin u cos® v, — sin v cos v)
|Dyo x Dyol(u,v) = cosv.

Kovetkezésképpen
N(u,v) = (cosucosv,sinucos v, —sinv)

A mésodrendii parcialis deriviltak pedig
Dy Dyo(u,v) = (—cosusinv, —sinusinv, 0),
DyDio(u,v) = DyDyo(u,v) = (—sinucos v, cosucosv, 0),
Dy Dyo(u,v) = (— cosusinv, — sinusin v, — cosv — cos v/ sin v).

Az els6 alapmennyiségek:

1
E =sin’v, F =0, G =
(U, U) sm- v, (U, U) ) (U, U) tanz v
A mésodik alapmennyiségek:
1
(u,v) sinv cosv, m(u,v) =0, n(u,v) p——

A Gauss-gorbiilet tehat
2

In—m (
- EG - F?
11. Feladat. Vezesse le a forgésfeliiletek Gauss-gorbiiletére vonatkozo képletet.

Megoldés: Legyen o(u,v) = M(u)c(v); felhasznalva a forgéasfeliiletek felszinképletével kapcsolatos

szamitasokat
Dyo(u,v) = (—z(v) sinwu, z(v) cosu, 0),

Dyo(u,v) = (2'(v) cosu, 2 (v) sinu, 2’ (v)),

ahonnan
D10 X Dyo(u,v) = (x(v)z'(v) cosu, z(v)2' (v) sinu, —z(v)z'(v)),

|Dyo x Dyol(u,v) = z(v)|d(v)],

a feliileti egységnormalis pedig

('(v) cosu, 2'(v) sinu, —a' (v)).
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Mivel a paraméterezés mésodrendd derivaltjai
D, Do (u,v) = (—x(v) cos u, —z(v) sin u, 0),
D1Dso(u,v) = DyDyo(u,v) = (—2'(v) sinu, 2’ (v) cos u, 0),
DyDyo(u,v) = (2" (v) cosu, 2" (v) sinu, 2" (v)),
azt kapjuk, hogy az els6 alapmennyiségek

2

E(u,v) = 2°(v), F(u,v) =0, G(u,v) = |¢(v)

a masodik alapmennyiségek
1 , 1
Z(U,U) = _| /(t)|£L'(U)Z (U)a m(uav) = Oa n(u,v) =

c

A Gauss-gorbiilet tehat

Z(v) (' (v)z"(v) — 2'(v)2"(v))
z(v)|e(v)|* '
Ha a profilgorbe egy fiiggvény grafjaként megadhato an. Euler-Monge-féle ¢(v) = (f(v),0,v) para-
méterezéssel, akkor
f'(w)

flo) (L+ f'(0)2)*

K(u,v) =

k(u,v) = —

1.4. A Theorema Egregium

A tovabbiakban feltessziik, hogy az elemi feliilet paraméterezése legalabb haromszor folytonosan
differencialhato.

2. Tétel. (Theorema Egregium) A Gauss-féle szorzatgirbiilet belsd geometriai mennyiség.

Bizonyitas. A Viéta-formulak alapjan a f6gorbiileteknek, mint a karakterisztikus polinom gyokei-
nek a szorzata megegyezik a matrixreprezentans determinansaval, azaz

bl bl ln—m2
H:Ifilﬁﬂzdet(b% b§>:m

Elegend6 tehat a szamlalorol belatni, hogy belsé geometriai mennyiség. A Gauss-egyenletek alapjan

(D1Dy0o, DyDyc) = F(I'Y, E, F,G) + In,

R
(D1Dyo, D\Dsyo) = F(Il;, E, F,G) +m?
ahol az F fiiggvény szerepe csupan annyi, hogy 6sszegytjti a belsd geometriai mennyiségeket, beleértve
pl. a Christoffel-féle szimbolumokat is. Kapjuk tehat, hogy

(D1D10, DyDyc) — (D1 Dso, Dy Dyo) = F(TX E F,G) + In —

@5

Ha az egyenlet bal oldalan szereplé mennyiségek belsé geometriaiak, akkor készen vagyunk. A szor-
zatszabaly alkalmazasaval

<D1D10', D2D20'> = D1 <D10’, D2D20'> — <D10’, D1D2D20'> = D1 <D10’, D2D20'> — <D10', D2D2D10'> =
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D1 (D2<D10', D20'> — <D2D10’, D20'>) — D2<D10', D2D10'> -+ <D21)1O'7 D2D10'> =
D1 (D2<D10'7 D20'> — <D1D20’, D20'>) — D2<D10', D2D10'> + <D1D20’, D1D20'>,

ahonnan
<D1D10', D2D20‘> — <D1D20‘, D1D20'> =

D1 (D2<D10', D20'> — <D1D20, D20'>) — D2<D10-, D2D10'> =
1 1
D, (DQF — §D1G> — §D2D2E,

amivel a bizonyitas teljes. Jegyezziik meg, hogy a parcialis derivaltak sorrendjének szabad kezelésekor
a (legalabb haromszori) folytonos differencialhatoségra tamaszkodunk. [

A Theorema Egregium egyik kovetkezménye hogy amennyiben két feliilet izometrikusan (tévol-
sagtartoan) egymasra képezhetd, akkor Gauss-gorbiiletiik megegyezik. Komponélva ugyanis az egyik
feliilet paraméterezését a tavolsdgtartod leképezéssel, a masik feliilet olyan paraméterezését kapjuk,
mely megdrzi az elsé alapmennyiségeket, kovetkezésképpen a gorbiilet a tavolsagtartd leképezések
invariansa. A kontrapozicid elve alapjan tehat a gomb mégoly kis darabja sem képezhet§ le tavolsag-
tartoan a sikra, hiszen a gomb konstans pozitiv, mig a sik azonosan nulla gorbiiletd. Szerephez jut a
tétel a feliiletelmélet f6 eredményének megfogalmazéasakor is [4]. Legyen ugyanis F, I és G, illetve [,
m és n adott tgy, hogy EG — F? > 0 és érvényes a Theorema Egregium. Ha

Dyl — Dym =Tl + (T, —T'j))m —THn (3)
és
Din — Doym = Tyn + (I, — T'3)m — Tyl (4)

akkor izometriatol eltekintve egy és csak egy olyan elemi feliilet 1étezik, melynek a megadott fiigg-
vények az elsd, illetve masodik alapmennyiségei. A differencialegyenlet-rendszerként felfogott Gauss-
és Weingarten-egyenletek (3) és (4) un. integralhatosagi feltételeit Mainardi-Codazzi egyenleteknek
nevezziik.

12. Feladat. Igazolja, hogy a Mainardi-Codazzi egyenletek sziikséges feltételek.
Utmutatas. Tekintettel a masodik alapmennyiségek kiszamitasi formuléira
Dgl — Dlm = .l)2<D1.D10'7 N> — D1<D1D20', N> =

<D2D1D10', N> + <D1D10’, D2N> — <D1D1D20’, N> — <D1D20’, D1N> =
<D1D10‘, D2N> — <D1D20’, D1N>

Mivel az egységnormalis parcidlis derivaltjai érintGlegesek a feliilethez, a Gauss-egyenleteknek csupan
a Christoffel-szimbolumokat tartalmazo részére van sziikségiink:

<D1D10’, D2N>—<D1D20', D1N> = Fi1<D10', D2N>—|—F%l <D20’, D2N>—F%2<D10', D1N>—F%2<DQO', D1N>,

ahol
<DZ'O', DJN> = —<Dz‘DjO', N> = —’)/ij (’l,] = 1, 2)

miatt kovetkezik (3).
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1.5. PaArhuzamos eltolas, geodetikusok

Tekintsiink egy c gorbét az elemi feliileten, melynek a paraméterezésre vonatkozd koordinatafiigg-
vényei c! és ¢?, azaz ¢ = o(c!, ¢?) és legyen

X(t) = X' (t)Dio(c'(t), (1)) + X*(t) Dao (' (t), *(¢)) (5)
egy a feliilethez érintdleges vektormezs a ¢ gérbe mentén.

5. Definicié. Azt mondjuk, hogy X pdrhuzamos vektormezd a c¢ gorbe mentén, ha derivdltvektor-
mezdje merdleges a feliletre. A pdrhuzamos vektormezdk kilonbozd paraméterekhez tartozo vektorait
eqymds pdarhuzamos eltoltjainak nevezzik. FEgy gorbe geodetikus, ha derivdltgorbéje pdarhuzamos vek-
tormezo.

A vektormez§ (5) koordinatakifejezését differencialva
X'(t) = X () Dio(c!(t), (1) + X (1) Deo (! (), (t)) + X' (t)e (1) DiDro(c! (1), (1)) +

XY (1) DyDyo(c (1), () + X2(t)e" (1) Dy Dyo (M (t), A (1)) + X (4)c (t) DyDao (X (1), A(t))
adodik. A Gauss-egyenletek alapjan

X'(t) = (Xl' + Z X'(t)e" (0L (c 1(t)702(t))> Dio(c'(t),c*(t)+

4,j=1

2
(XQ'(t) + ) X (O ), 62(15))> Dyo(c'(t), (1) + L(N)
ij=1
adodik, ahol a L fiiggvény szerepe csupan annyi, hogy 6sszegyftijti a feliiletre merGleges komponenseket.
Nyilvanvalo, hogy a vektormez6 pontosan akkor parhuzamos a gérbe mentén, ha teljesiti a

2
Uy Z Xialfgj(cl, 02) =0,

ij=1

2
7 Z Xicle?j(cl,CQ) =0
ij=1
differencidlegyenlet-rendszert. A geodetikusok differencidlegyenlet-rendszere pedig az X' = ¢! és

X2 = ¢ helyettesitéssel
¢t —i—ZcZ,cJFl c',c?) =0,

i,7=1

&+ Z e F2 (c',c*) =0.
4,j=1
Bar a parhuzamos vektormezgk, illetve a geodetikusok értelmezése soran szerepeltettiik a szemléletet
segité feliileti normalist!, a differencidlegyenlet-rendszerek vilagossa teszik, hogy belsé geometriai
konstrukciokrol van szo.

lyen értelemben geodetikusnak lenni annyit tesz, hogy a gyorsulasvektor (masodik derivélt) merdleges a feliiletre,
azaz a feliilet bels§ geometridja szempontjabol zérus: a gérbe mentén haladva "egyenes vonali" egyenletes mozgast
végziink.
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o(uo, vo):c(vo) \

1. dbra. Ortogondlis paramétervonalak.

1.6. Ortogonalis paramétervonalak

Tekintsiink egy parametrizalt elemi feliiletet és legyen (ug,vg) a paramétertartoméany egy belsd
pontja; jelolje tovabba
c(v) = o(uo, v)

a o(up, vg) pontra illeszkeds masodik paramétervonalat,
V(v) :== N(ug,v) x ¢ (v)

pedig az érintére merdleges feliileti vektormezé a ¢ gérbe mentén, ahol N a feliilet egységnormalisa.
A c gérbe v paramétert pontjabol V' iranyba indulo geodetikus (parametrizalt) gérbét G (t) jeloli.
Ennek mentén parhuzamosan eltolva a ¢ gorbe derivaltvektorait az

X(11,0) = Py (¢ ()

feliileti vektormezGt kapjuk, melynek integralgérbéi a geodetikus vonalakat merGlegesen metszik, hi-
szen

(X (1, v), Gy () = (Peto)o oy ) (€' (0)), Goy (1)) = (¢(v), Gy (0)) = ((v), V() = 0.

A o(ug,vp) feliileti pont elegendden kicsiny kornyezetében 1évGé p pont paramétere legyen (u,0),
ha a p-re illeszkedd geodetikus a v paraméterti pontban metszi a c gorbét, és az X vektormezé p-re
illeszkedd integralgérbéje az @ paraméteri pontban metszi a G (,,) geodetikust. A ¢ paraméterezéshez
tartozo paramétervonalak a kijelolt geodetikusok (hiszen rogzitett 0 paraméter mellett geodetikus iven
mozgunk), illetve az X vektormezd integralgorbéi (rogzitett a mellett). Mivel ezek minden pontban
merélegesek egymasra, ezért a paramétervonal-érinték is merGlegesek: F =0. Mi tobb

D2E = D2<D15',D15'> - 2<D2D1&7 D16->7
ahol F' = 0 miatt

0= DyF = D(D16, D36) = (D1 D36, D16) + (D26, D1 D16) =
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(D1Dy6, D16y = —(Dy6, D1D15).
Csakhogy D0 geodetikus vonalak érintévektormezdje, azaz
D6 (a,v) = M\, 17)G’C(@)(ﬂ)
irhato, amit differencidlva
DyD.6 € L(D16,N)
irhato. Ez azt jelenti, hogy

(D1Dy6,D16) = —(Dy0, D1 D165) = 0,

mivel a Dyo paramétervonal-érinté mercleges mind a Do paramétervonal-érintére, mind pedig -
értelemszertien - a feliileti normalisra. Ennélfogva

DyE = 2(D2D16, D16) = 2(D1 D6, D15) = 0,

azaz E fiiggetlen a 0 paramétertol:

E(a,?) = E(a, % = vo).

A ¢(vg) pontbol indulé geodetikus vonalon azonban @ nem mas, mint a geodetikus eredeti paramétere,
amirdl feltehetd, hogy ivhosszparaméter, azaz az érinté konstans hossza 1. Az els6 alapmennyiségek
tehat: E=1, F=0¢és G.

1.6.1. A gorbiileti formula

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a paramétervonalak merGlegesek és az elsG paramétervonal-
érint6k hossza konstans 1, azaz az elsé alapmennyiségek £ = 1, F' = 0 és G. Kozvetlen szamolassal
kapjuk, hogy ebben az esetben

1 2 1 1
Iy =14 =T, =1% =0,

1
If,=T% = sa P16
1 1 2 1

azaz a Gauss-egyenletek
DiDyo =11 N,

1
D2D10' = %DlGDQO' + ")/21N,

1
DlDQO' = ﬁDlGDQO' + ’ylzN,

1 1
DQDQO' = —§D1GD10' + ﬁDQGDQO’ -+ "}/QQN.

A Theorema Egregium bizonyitasa soran mar alkalmazott gondolatmenettel:

1 2
In — m2 — (%DlG) G = <D1D10’, D2D20'> — <D1D20, D2D20> =
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D1 (D2<D10', D20'> — <D1D20', D20'>) — D2<D10', D2D10'> =

1 1 1
Dl <D2F - §D1G> - §D2D2E - —§D1D1G,

ahonnan a Gauss-féle szorzatgorbiilet

In —m? 1 S| 1 DG
TG (20 1G) Tea NN/ (m)

1.6.2. Feliileti gérbék holonémiéja

A Gauss-Bonnet-tétel lokalis verzidjat elkészitends, még néhany technikai szamitast végziink el.
Tekintettel a paraméterezés specialitasaira Dio, Do/ VG ortonormalt bazist alkot az érint6terekben.

Legyen ¢ = o(c!, ¢?) egy feliileti gorbe és vegyiink fel egy ¢ mentén parhuzamos vektormezst az

Dao(c'(t), (1))

X(t) = cos@(t)D10(01<t>vcz(t>) + sin 6(%) G(ci(t), 2(1))

alakban. A 0 fiiggvény meghatarozasahoz irjuk fel a parhuzamos vektormezdk differencialegyenlet-

rendszerét az
Xt =cosf, X%=sinf/\/G(c!,c?)

valasztis mellett:

X' = —#'sin6,
ing 1
Z Xid F1 (ch, ) = =X22TL(, ?) = L—DlG(cl,CQ)CQ/,
= G(ct,c?)2
ahonnan e 1
0sing=———2" "D G, A, (6)
G(ct,c?)2
tovabba
2/ ]- 1/ 1 2 2/ 1 2 Sln(9 / ]_
X=me—— <c D\G(c', ")+ ¢ DyG(c e )) =1 oy T 0 costl———u,
2/G(ct, ?) G(ct, c?) G(c, ?)
2 1
ig'P2 1 2\ 1.2/ 2 1/ 1 2
_IJZZIXCJF”(C ,C ) = — <X -+ X ) leG(C ,C )—
1
2 2/ 12y _
X“c WDQG(C ,C ) =
of sinf 1 1 sinf 1 _
— (COSGC + G(Cl762)c > 2G<Cl7c2)D1G<C , C ) \/W 2G Cl C2 DQG(C , C )?
ahonnan .
0’ cosf = — cos 0c” ———D,G(ct, ). (7)
2,/G(ct, ?)
A (6) és (7) képletek alapjan
1
0 =—c D,G(ct, c?)
2/G(c!, ?)



Integralva a gérbe paramétertartomanya folott

b
0(b) — 6(a) = — / #DIG(&,(Q)CQ’ dt, (8)

(c', ¢?)

ahol zart gorbék esetén a bal oldalon felléps differenciat a gorbe holonomidjanak nevezziik [2]. A
holonémia - a képlet értelmében - nem fiigg a parhuzamos vektormez6 megvalasztasatol. A gorbe és
a feliilet bels6 geometridja a meghatérozo.

3. Tétel. Ha c = o(c',c?) eqyszert, zirt felileti gorbe, akkor

ahol K oo = Kk és 0. a gorbe dltal hatdarolt feliletdarab.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy o, = 0y, ahol a ¢ grbének a o paraméterezésre vonatkozo c' és

c? koordinatafiiggvényei a H C T tartomany hataranak pozitivan irdnyitott paraméterezését adjak.
Definici6 szerint

1 DG 1
K= | Koo(u,v)|Dyo X Dyo u,vdudv:——/D(—):——/rotX,
/Uc /H (u,)| D10 x Dao|(u,v) s/ o(22) -5/

ahol X = — (O D,G) és a rotaciot a

Q‘

rotX = D1X2 — D2X1

formula értelmezi [5]. A klasszikus vektoranalizis in. Stokes-tétele szerint a rotacié integralja a
siktartomany folott, megegyezik a vektormezének a (pozitivan iranyitott) hatéargérbe mentén vett
integraljaval:

(), ) (b dt,

/ rotX = / (c',c?) t)dt = /
/G(cA (1), 2(t
ami a (8) képlet alapjan teljessé teszi a bizonyitéast. [J

2. Megjegyzés. Az el6z6 tétel jobb oldalan szerepld integralt a feliiletdarab teljes gorbiiletének ne-
vezziik.

13. Feladat. Igazolja, hogy ha K (p) # 0, akkor - elgjeltdl eltekintve - a p pont elegendGen kicsiny,
H C T folott paraméterezett kornyezetének teljes gorbiilete a

1
|Dyo x Dyol(u,v)

g: (u,v) € H— N(u,v) := Dyo x Dyo(u,v)

un. Gauss-leképezés altal paraméterezett gdmbtartoméany felszine.

20



2. abra. A geodetikus haromszog esete.

Utmutatés: a kérdéses felszint a
/ |D1g x Dagl|(u,v) dudv
H

formula adja, ahol a Weingarten-egyenletek alapjan
D1g X Dyg = det b;Dla X Dsyo,

kovetkezésképpen
/ |D1g x Dag|(u,v) dudv = i/ k|Dio X Dyo|(u,v) dudv = j:/ K.
H H Oc

A K(p) # 0 feltétel biztositja, hogy a g paraméterezés regularis legyen.

1.7. A Gauss-Bonnet-tétel

Alkalmazzuk az el6z6 tétel szakaszonként sima zéart gorbékre vonatkozd verzidjat a kovetkezd
szitudcioban: legyen o. egy geodetikus haromszoglemez a feliileten, melynek hatéra a ¢; = o(c},c?),
ey = o(ch, c2) és c3 = o(ck, c2) geodetikus ivek unioja. Ekkor

3

1 (b 1 /
K=—-= Dchilt,cft c?tdt: 0(b;) — 0(a;),
/. QZ/ e g D ) O d =3 0b:) - b(a

=1

ahol a; és b; a megfelel6 iv paramétertartoméanyanak végpontjai, ¢ = 1,2, 3. Tekintsiik példaul a
0(bs) — 6(ar)

differenciat. Ha a hatargorbe a feliileti normalis irAnyabol nézve pozitivan iranyitott és a c¢4(bs), ) (a;)
vektorok iranyitott szogét az adott csicshoz tartozo n; kiilsé szognek tekintjiik, akkor

9(()3) — 9(@1) = - + 21{?171'

21



irhato, hiszen az adott pontban kiértékelt érintévektorok csupan koszinusza, illetve szinusza erejéig
hatarozzédk meg 0 értékét. Hasonloan

«9(()1) - 8(@) = —1p + 2ko, 9(b2) - 9(a3) = —n3 + 2k3m,
ahonnan

/ K = —m —na —n3 + 2km.

Belatjuk, hogy k£ = 1. Ehhez tekintsiik a pontra zsugorod6 geodetikus haromszoget. A formula bal
oldala zérushoz tart, a jobb oldalon (folytonossagi érv alapjan) a k egész értéke konstans marad, mig
a kiils6 szogek Osszege 2m-hez tart. Ennélfogva k = 1. Ha a

O =T =171, QG2 =T — T2, A3 =T — 13
képletekkel attériink a geodetikus héromszog belsG szogeire, akkor a Gauss-Bonnet-tétel klasszikus
(lokalis) verziojat kapjuk:
/K:—771—772—n3+27r:a1+a2+043—7r. 9)

Hasonl6 eredmény adodik geodetikus sokszogtartomanyok esetén:

/ K:Zai—(n—Q)W. (10)

Igazolhato, hogy egy zart feliilet elgallithat6 véges sok, nem atfedd geodetikus poligon uni6jaként. Ha
v jeloli a felosztésban szerepls csiicsok, e az élek, f pedig a poligonok szamat, akkor

/K:27r(v—e+f), (11)

ahol 27v a felbontasban szerepld Gsszes geodetikus poligon belsé szogeinek 6sszege (1d. a (10) formula
jobb oldalan szerepl§ 6sszeget), mig a (10) jobb oldalan szerepls 27 Gsszesen f-szer 1ép fel, mikézben
a bal oldalon a geodetikus sokszogekre 0sszegziink. Végiil pedig, ha ns darab geodetikus haromszog,
nys darab geodetikus négyszog stb. szerepel a felbontasban, akkor

ng+ng+ ... = 2e.

A (11) osszefiiggés a Gauss-Bonnet-tétel globélis verzioja. A v — e + f érték, a felillet an. Euler
karakterisztikaja, fontos topologiai invarians. A

v—e+f=2-2¢g

Osszefiiggéssel meghatarozott topologiai invaridns pedig a feliilet in. "genus"-a. Szemléletes tartalma
a feliilet megragadasara alkalmas fogantytuk szama: a géomb genusa zérus (azaz Euler - karakteriszti-
kija 2), mig a torusz genusa 1 (azaz Euler-karakterisztikija zérus); topologiai szempontbol a torusz
ekvivalens a gombbdl egy fogantyu hozzaragasztasaval keletkezo feliilettel.

14. Feladat. Igazolja, hogy a gomb teljes gorbiilete 47, azaz Euler-karakterisztikaja 2.

Utmutatas. Bontsuk fel a gdmbot f6korok segitségével nem atfeds geodetikus haromszogek unio-
jara.
15. Feladat. Igazolja, hogy a torusz teljes gorbiilete 0, azaz FEuler-karakterisztikaja 0.
16. Feladat. Adjon példat negativ Euler-karakterisztikaju feliiletre.
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