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1. Introduction

In this PhD dissertation we study monomial functions f,g: R — R of
degree n € N, n > 2 which satisfy the conditional equation y" f(x) =
" f(y) or y" f(x) = x™g(y) for all points (z,y) on a specified curve.
The above question was motivated by similar problems solved for ad-
ditive functions, see the papers [1, 5, 6, 12, 30, 25, 35].

Our investigations were carried out along the following curves:

Before summarizing our theorems, let’s look at the necessary termi-
nology.

We call a function f : R — R additive if f(z+vy) = f(x)+ f(y) holds
for all z,y € R. A function F' : R — R (n € N) is called n—additive if
F'is additive in each of its variables. Given a function F': R" — R, by
the diagonalization of F' we understand the function f : R — R arising
from F' by putting all the variables (from R) equal. If, in particular, f
is the diagonalization of an n—additive function F' : R” — R, we say
that f is a generalized monomial of degree n. Generalized monomials
of degree 2 are called quadratic functions, cubic functions are general-

ized monomials of order 3. Quadratic functions are characterized by
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the functional equation

flx+y) + flr—y) =2f(r) +2f(y)  (v,y €R), (1.1)

which is the so called norm square equation or parallelogram law.
The biadditive symmetric functional F' that generates the quadratic
function f is given by the formula

Fle,) = 5lf(e+9) ~ () ~ )]

for all z,y € R.

We say that f: R — R is a derivation if f is additive and satisfies
the functional equation f(zy) = f(z)y + xf(y) for every z,y € R.
The family of derivations f: R — R is denoted by D(R). A functional
B: R xR — R is called a bi-derivation if the mappings t — B(t, z)
and t — B(xz,t) (t € R) are derivations for each x € R. For each
n € N, an additive mapping f: R — R is called a derivation of or-
der n, if there exists B: R x R — R such that B is a (symmetric)
bi-derivation of order n — 1 (that is, B is a derivation of order n — 1
in each variable) and f(xy) —xf(y) — f(z)y = B(z,y) (z,y € R). The
identically zero map is the only derivation of order zero. The set of
derivations of order n will be denoted by D, (R).



2. New results

Our main results are presented in four chapters, classified by curves.
In Chapter 3 we investigate the continuity of quadratic and higher
order monomial functions satisfying additional equations along the
straight line. Examining the quadratic functions, we get the following

results.

Theorem 2.1. (Z. Boros and E. Garda-Madtyds [9]). If A, B € R\{0}
and f,g: R — R are quadratic functions such that

(Az + B)?f(r) = 2*g(Az + B)
for every x € R, then there exists C' € R such that
f(@) = g(a) = C-2® (z€R).

Corollary 2.1. (Z. Boros and E. Garda-Matyds [9]). If a quadratic
function f: R — R satisfies the additional equation y*f(z) = x> f(y)
for the pairs (x,y) € Sy, then f(z) = f(1)z?* for every x € R.

Remark 2.1. The implication in Corollary 2.1 does not hold if ¢ = 0. In

a

this case, if, for instance, b # 0, y = —3x = Az, and our assumption
can be written as A2x?f(x) = 22 f(Ax), i.e., f(Az) = A%f(x). Indeed,
there exists a discontinuous example of the form f(z) = (h(z))? (z €
R), where h : R — R is a discontinuous additive function, such that
the homogeneity field of h contains A.

Extending the investigation to higher order monomial functions
we have the following result.

Theorem 2.2. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [10]). Suppose that
f: R —= R is a generalized monomial function of degree n € N and f

3
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satisfies the additional equation y" f(x) = 2" f(y) under the condition
(x,y) € Sy. Then f(x)=a"f(1) for allz € R.

Generalizing the problem by introducing a second monomial

function we prove a stronger result.

Theorem 2.3. Suppose that f: R — R and g: R — R are gener-
alized monomials of degree n € N that satisfy the additional equation
Y f(z) = 5"g(y) for the pairs (z,) € So. Then f(x) = g(x) = 2" f(1)
forallz e R.

Chapter 4 contains results for quadratic and cubic functions sat-
isfying conditional equations involving the power function. First we
study the case when there is a single quadratic function in the condi-

tional equation.

Theorem 2.4. (Z. Boros and E. Garda-Mdtyds [9], E. Garda-Mdtyds
[16]). If 2 < |m|, m € Z and the quadratic function f : R — R
satisfies

fa™) =22 f(x)

for every x € R, then there exists C' € R such that
flx)=C-2* (z €R).

We note that in case m = 0 the same implication is trivial, while
in case m = 1 the additional equation becomes a trivial identity that
does not imply any restriction for f (hence f can be discontinuous as
well).

In the particular case m = 2, but with a modified version of the
additional equation, we find discontinuous solutions.

Theorem 2.5. (Z. Boros and E. Garda-Matyds [9]). Let K € R. If
a quadratic function f: R — R satisfies the additional equation

f(2*) = K2* f(z) (2.1)



for every x € R, then either f =0 or K € {1,2,4}. In the latter
cases, we have the following representations for f.

e A quadratic mapping f: R — R fulfills (2.1) with K =1 if, and
only if,
fla)=f(1)-2*  (z€R)

e A quadratic mapping f: R — R fulfills (2.1) with K = 2 if, and
only if, there exists ¢ € Dy(R) such that

f(z) = dzp(z) — p(2®)  (z€R). (2.2)
o [f B: R XR — R is a symmetric bi-derivation, then
f(z) = B(x,x) (x € R)

is a quadratic solution of the equation (2.1) with K = 4.

Remark 2.2. If ¢ € D(R), then equation (2.1) yields f(z) = p(z?)
(x € R). This observation ensures the existence of a non-zero quadratic
solution f of (2.2) for K = 2. The existence of such solutions in the

cases K = 1 and K = 4 is an obvious consequence of the last theorem.

Remark 2.3. We can observe that, in case K = 4, this theorem pro-
vides only a sufficient condition for f to satisfy equations (1.1) and
(2.1). It is an open question whether this condition is necessary.

However, we can prove a somewhat weaker necessary condition
in that case.

Theorem 2.6. If a quadratic function f: R — R satisfies the addi-

tional equation
f(2?) = 4a?f(x)

for every x € R, then f is the trace of a symmetric bi-derivation of
order 2.
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The significance of the previous results is highlighted by the fol-
lowing theorem, where two quadratic functions are involved.

Theorem 2.7. The quadratic functions f,g: R — R satisfy the
additional equation y*f(x) = 2%g(y) for the pairs (x,y) € S; with
m = 2 if, and only if, there exist an additive function p: R — R and
a quadratic function h: R — R satisfying the condition

h(z?*) = 42°h(x) (x € R)
such that

F(x) = hia) + pla?) and glx) = h(x) + wo(x)
forallz € R.

And finally, extending the study to cubic functions, we get the
following result.

Theorem 2.8. (Z. Boros and E. Garda-Matyds [10]). If f: R —
R is a generalized monomial of degree 3 thatl satisfies the additional
equation y> f(x) = 23 f(y) under the condition (z,y) € Sy, then f(x) =
23f(1) for allz € R.

In Chapter 5 we investigate the continuity of additive, quadratic
and higher order monomial functions that satisfy subsidiary equations
along hyperbolas or the unit circle.

We start with a negative result along the hyperbola given by the equa-
tion xy = 1. If f: R — R is a generalized monomial function of degree
n € N,n > 2, f satisfies the additional equation

fo)=af (1), (a0

it is easy to see, that there exist discontinuous solutions.
For example, if d: R — R is a not identically zero derivation, then a



discontinuous solution f is
f(z) = 2" (d(2))* (v €R),

where ke {1,2,...,[n/2]}.

Although we know that for all n > 2 there are discontinuous solutions
of monomial functions satisfying the additional equation y"f(x) =
2" f(y) for all (z,y) € Se, we continue our investigations for quadratic

functions. In this case, the conditional equation has the form

f@=a(3). et (23)

Despite the fact that the continuity of f does not follow from this
assumption, we can obtain some interesting and important results for
the mappings = +— F(x,1) and x — F(z,1/x). Using these results
hereinafter, we prove the continuity of quadratic functions in several

related cases.

Lemma 2.1. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R —
R satisfies the additional equation (2.3) then

F(e,1) = af(1)
forallz e R.

Lemma 2.2. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R —
R satisfies the additional equation y? f(x) = 22 f(y) for the pairs (z,y) €
So, then

f(2%) = 22'F (x, i) + 627 f(x) — T f(1)
for all x € R\ {0} .

Lemma 2.3. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function f: R —
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R satisfies

for every x # 0, then f(x) = 22f(1) for allz € R.

Thereafter we investigate the continuity of additive and quadratic
functions satisfying additional equations along the hyperbola given by

the equation 22 — y? = 1. Our first result relates to the additive case.

Theorem 2.9. Let f,g: R — R be additive functions. If f, g satisfy
the additional equation yf(x) = xg(y) for the pairs (z,y) € Ss, then

f(z) =g(x) =xf(1) for allz € R.

Our next result applies to the quadratic case with a single quadratic

function.

Theorem 2.10. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function
f: R — R satisfies the conditional equation y*f(x) = x*f(y) for all
(z,y) € S3, then f(x) =22f(1) for all z € R.

We generalize this result by using a second quadratic function.

Theorem 2.11. Let f,g: R — R be quadratic functions. If f, g satisfy
the additional equation y? f(x) = x2g(y) for the pairs (z,y) € S, then

f(z)=g(x)=22f(1) forallz € R.

We continue our investigations with quadratic real functions that
satisfy conditional equations along the unit circle. When the condi-
tional equation is with a single quadratic function, we have the follow-
ing result.

Theorem 2.12. (E. Garda-Mdtyds [16]). If a quadratic function
f: R — R satisfies y*f(x) = 22f(y) for the pairs (x,y) € Sy, then
f(z)=22f(1) for all x € R.

Generalizing this result by using a second quadratic function, we
obtain the following theorem.



Theorem 2.13. If f,g: R — R are quadratic functions that satisfy
the additional equation y? f(x) = x2g(y) for the pairs (z,y) € S, then
f(z)=g(x)=22f(1) forallz € R.

Finally, considering further tools from the literature of functional
equations, which include very recent results as well, we get an in-
teresting necessary condition for quadratic functions that satisfy the
additional equation (2.3).

Theorem 2.14. If a quadratic function f: R — R satisfies the ad-
ditional equation y*f(x) = x%f(y) under the condition xy = 1, then
there exists a H symmetric bi-derivation of order 3 for which f(x) =

H(z,x) +2*f(1).

In Chapter 6 we investigate quadratic and cubic functions
f, g: R — R that satisfy conditional equations involving logarithmic
and exponential functions. In both cases, we prove the equality and

continuity of the quadratic and cubic functions f,g.

Theorem 2.15. Suppose f,g: R — R are monomial functions of de-
green € {2,3} and f, g satisfy the additional equation y™ f(x) = x"g(y)
on R for the pairs (z,y) € Ss, then f(x) = g(z) = 2" f(1).

Theorem 2.16. Suppose f,g: R — R are monomial functions of de-
green € {2,3} and f, g satisfy the additional equation y™ f(x) = z"g(y)
for the pairs (x,y) € Sg, then f(x) = g(x) = 2" f(1).

We note that in the above theorems, both the logarithm and the
exponential base can be any positive real number except 1.
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3. Bevezetés

Ebben a PhD értekezésben olyan f,g: R — R n-edfoki monom fiigg-
vényeket tanulményozunk (n > 2), amelyek teljesitik az y"f(z) =
" f(y) vagy y"f(z) = a"g(y) feltételes egyenletet egy adott gorbe
Osszes (x,y) pontjéra.

A fenti kérdést az additiv fiiggvényekkel kapcsolatban megoldott ha-
sonl6 problémék indokolték, 14sd [1, 5, 6, 12, 30, 25, 35].
Vizsgéalatainkat a kovetkezd gorbék mentén végeztiik:

S():{(x,y)ER2|ax+by:c}, aabuCGR,(a2—|—b2)-C7éO,
Sy ={(z,y) eR*|2" =y}, me€Z, |m|>2,
Sy = {(z,y) € R? | zy = 1},
S3 = {(z,y) e R*|2® —y* =1},
Si={(z,y) e R?|2” +y* = 1},
Ss={(z,9) €ER*|z >0 és logz =1y},

(z,y)

Tételeink 6sszefoglalasa elott felidézziik az eredmények megfogalmaza-
sahoz sziikséges terminologia fontosabb elemeit.

Az f: R — R figgvényt additiv fliggvénynek nevezziik, ha barmely
valés x,y esetén f(x +y) = f(x) + f(y) teljesil. Az F : R" —
R (n € N) figgvényt n—additiv fliggvénynek nevezziik, ha F min-
den valtozojaban additiv. Adott F' : R" — R fiiggvény esetén az
F diagonalizdltjinak nevezzik azt az f : R — R fiiggvényt, ame-
lyet az F-bOl kapunk az 6sszes (R-beli) véltozd egyenlévé tételével.
Sajatos esetben, ha f az F : R® — R n-additiv fiiggvény diago-
nalizaltja, akkor azt mondjuk, hogy f dltaldnositott n -edfoki monom.

11
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A miésodfoku altaldanositott monomokat kvadratikus fiiggvényeknek
nevezziik, a kobfiiggvények a harmadfokud altalanositott monomok. A
kvadratikus fiiggvényeket az

flx+y)+fle—y)=2f(x) +2f(y) (v,y €R), (3.1)

fiiggvényegyenlet jellemzi, amely az tigynevezett norma-négyzet eqyen-
let.

Az f kvadratikus fiiggvényt general6 biadditiv szimmetrikus F' fiiggvényt
a kovetkezo képlet adja:

Fle,) = 51 +9) ~ £() ~ )]

barmely x,y € R esetén.

Az f: R — R fiiggvény derivdcid, ha f additiv és teljesiti az f(xy) =
f(z)y+af(y) fiiggvényegyenletet barmely z,y € R esetén. Az f: R —
R derivaciék halmazat D(R)-rel jeloljik. A B: R x R — R fluggvényt
bi-derivdcionak nevezzik, ha a t — B(t,x) és t — B(z,t) (t € R)
leképezések derivaciok minden x € R esetén. Minden n € N esetén,
egy f: R — R additiv leképezést n-edrendli derivaciéonak neveziink,
ha létezik B: R x R — R 1gy, hogy B egy (n — 1)-edrendi (szim-
metrikus) bi-derivéicié (vagyis B (n — 1)-edrendii derivéicié mindkét
véaltozdjéban) és f(xy) — zf(y) — f(x)y = B(z,y) (r,y € R). Az
azonosan nulla leképezés az egyetlen nulladrendii derivaci6. Az n-
edrendii derivaciok halmazét D,,(R)-nel jeloljiik.



4. Ijj eredmények

Legfontosabb eredményeinket négy fejezetben mutatjuk be, gorbék sz-
erint csoportositva.

A 3. fejezetben olyan kvadratikus és magasabb rendi monom fiiggvé-
nyek folytonossdgat vizsgaljuk, amelyek az egyenes mentén teljesitenek
kiegészito egyenleteket. A kvadratikus fiiggvényeket vizsgalva a kovet-
kez6 eredményeket kapjuk.

4.1. Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [9]). Ha A,B € R\ {0}
és f,g: R — R kvadratikus fiigguények gy, hogy

(Az + B)*f(z) = 2%g(Az + B)
barmely x € R esetén, akkor létezik C' € R gy, hogy
fx)=g(x)=C-2* (xcR).

4.1. Kovetkezmény. (Z. Boros és E. Garda-Mdtyds [9]). Ha egy
f: R — R kvadratikus fiigguény teljesiti az y* f(x) = 22 f(y) kiegészits
egyenletet az (z,y) € Sy pdrokra, akkor f(x) = f(1)z* bdrmely x € R
esetén.

4.1. Megjegyzés. Az 4.1. kovetkezményben ¢ = 0 esetén az implikécio
nem all fenn. Ebben az esetben, ha példdul b # 0, akkor y = —{z =
Az, és a feltételezésiink A%x? f(x) = 2% f(Azx) alakban {rhatd, vagyis
f(Az) = A2f(z). Valbjaban létezik f(z) = (h(z))? (z € R) alaki nem
folytonos példa, ahol h : R — R egy nem folytonos additiv fiiggvény,

ugy, hogy a h homogenitési teste tartalmazza A-t.

Kiterjesztve a vizsgalatot magasabb rendi monom fiiggvényekre,
a kovetkez6 eredményt kapjuk.

13
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4.2. Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Matyds [10]). Legyen f: R — R
olyan dltalanositott n-edfoki monom fiigguvény (n € N), amely teljesiti
azy" f(x) = ™ f(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) € Sy feltétel mellett.
Ekkor f(z) = 2" f(1), minden x € R esetén.

Altaldnositva a problémat egy masodik monom fiiggvény beveze-

tésével, egy erdsebb eredményt bizonyitunk.

4.3. Tétel. Feltételezzik, hogy f: R — R és g: R — R altaldnositott
n-edfoki monomok (n € N) és teljesitik az y" f(x) = 2"g(y) kiegészitd
egyenletet az (x,y) € Sy pdrokra. Akkor f(z) = g(x) = 2™ f(1) minden
x € R esetén.

A 4. fejezet a hatvanyfiiggvényt tartalmazo feltételes egyenle-
teket teljesité kvadratikus és kobfliggvények eredményeit tartalmazza.
Eloszor azt az esetet tanulményozzuk, amikor a kiegészit6 egyenletben
csak egy kvadratikus fliggvény talalhato.

4.4. Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Matyds [9], E. Garda-Matyds [16]).
Ha2 < |m|, m€Z és az f: R — R kvadratikus fiigguény teljesiti az

f@™) = 2*" " f(x)
egyenletet barmely v € R esetén, akkor létezik C' € R gy, hogy
fz)=C-2* (z€R).

Megjegyezziik, hogy az m = 0 esetben ez a kovetkeztetés trivialis,
vagyis maga a kiegészito egyenlet az f folytonossagat adja, migm = 1
esetén maga a feltétel trividlis azonossaga valik, azaz nem jelent sem-
milyen korldtozast az f szdméra (ezért f lehet nem folytonos is).

Az m = 2 sajatos esetben, de a kiegészito egyenlet mddositott
valtozataval nem folytonos megoldasokat talalunk.

4.5. Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Matyds [9]). Legyen K € R. Ha
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eqy f: R — R kvadratikus fiigguény teljesiti az

f(a?) = Ka?f(x) (4.1)

kiegészitd egyenletet barmely x € R esetén, akkor vagy f = 0, vagy
K e{1,2,4}. Ez utébbi esetekben f-nek a kovetkezd reprezentdcioi
vannak.

e Az f: R — R kvadratikus leképezés a K = 1 esetben akkor és
csak akkor tesz eleget a (4.1) feltételnek, ha

fl@)=f(1)-2*  (z€R).

o Az f: R — R kvadratikus leképezés a K = 2 esetben akkor és
csak akkor tesz eleget a (4.1) feltételnek, ha létezik ¢ € Do(R)

ugy, hogy
f(a) =4dzp(z) —p(z")  (z€R). (4.2)
e Ha B: R xR — R egy szimmetrikus bi-derivacio, akkor
f(x) = B(z,z)  (zeR)

a (4.1) egyenlet eqy kvadratikus megoldisa K = 4 esetén.

4.2. Megjegyzés. Ha ¢ € D(R), akkor a (4.1) egyenletbdl f(z) = ¢(z?)
(x € R) kovetkezik. Ez a megfigyelés biztositja a (4.1) egyenlet egy
nem nulla kvadratikus f megolddsanak létezését K = 2 esetén. Az
ilyen megoldéasok létezése K = 1 és K = 4 esetén az utolsd tétel

nyilvanvalé kovetkezménye.

4.8. Megjegyzés. Megfigyelhetjiik, hogy K = 4 esetén ez a tétel csak
elégséges feltételt biztosit az f szdmara ahhoz, hogy teljesitse a (3.1)
és a (4.1) egyenleteket. Nyitott kérdés, hogy ez sziikséges feltétel-e.
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Ebben az esetben azonban valamivel gyengébb sziikséges feltételt
tudunk bizonyitani.

4.6. Tétel. Ha eqy f: R — R kvadratikus fliggguény teljesiti az

f(2%) = 42”f(2) (4.3)
kiegészito egyenletet barmely x € R esetén, akkor f egy mdsodfoki
szimmetrikus bi-derivacio diagonalizdltja.

Az el6z6 eredmények jelentoségét a kovetkezo tétel emeli ki, ahol
két kvadratikus fiiggvény szerepel.

4.7. Tétel. Az [, g: R — R kvadratikus figguények akkor és csakis
akkor teljesitik az y*f(x) = z%g(y) kiegészité egyenletet az (zr,y) €
Sy pdrokra m = 2 esetén, ha létezik eqy p: R — R additiv figguény
és eqy h: R — R kvadratikus fiigguény, mely teljesiti a

h(z?) = 42°h(x) (x € R)

egyenletet gy, hogy

F(x) = hiw) + (&) é5 gla) = h(x) + ()
minden x € R esetén.

Es végiil, kobfliggvényekre kiterjesztve a vizsgalatot a kovetkezo

eredményt kapjuk.

4.8. Tétel. (Z. Boros és E. Garda-Matyds [10]). Ha f: R — R egy
dltaldnositott harmadfokid monom, amely teljesiti az y3 f(x) = 23 f(y)
kiegészité egyenletet (x,y) € Sy feltétel mellett, akkor f(x) = x3f(1)
minden x € R esetén.

Az 5. fejezetben olyan additiv, kvadratikus és magasabb rendii
monom fiiggvények folytonossiagat vizsgaljuk, amelyek a hiperboldk
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vagy az egységkor mentén teljesitenek kiegészité egyenleteket.
Negativ eredménnyel kezdiink az xy = 1 egyenlet altal adott hiperbola
mentén. Ha f: R — R egy n-edfokud altalanositott monom fiiggvény
(2 <neN), f eleget tesz az

fla) = a?f (i)  (Va#0)

kiegészito egyenletnek, konnyen belathaté, hogy léteznek nem folyto-
nos megoldasok.
Példaul, ha d: R — R egy nem azonosan nulla derivaci6, akkor egy

nem folytonos f megoldas az
f(z) = 2" (d(2))* (v €R),

ahol ke {1,2,...,[n/2]}.

Habar tudjuk, hogy minden n > 2 esetén vannak nem folytonos megol-
dédsai az y" f(z) = 2™ f(y) kiegészit6 egyenletet teljesité monom fliggvé-
nyeknek az (x,y) € Sy feltétel mellett, folytatjuk a vizsgdlatainkat
kvadratikus fiiggvényekkel. Ebben az esetben a feltételes egyenlet

fa) =7 (3). (o ro) (1.4)

alaki. Annak ellenére, hogy az f folytonossdga nem kovetkezik ebbol a
feltevésbdl, érdekes és fontos eredményeket kaphatunk az x — F(z,1)
és x — F(x,1/x) leképezésekre. Ezeket az eredményeket felhaszndlva
a tovabbiakban igazoljuk a kvadratikus fiiggvények folytonossagat tobb
kapcsolodo esetben.

4.1. Lemma. (E. Garda-Madtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fliggvény teljesiti a (4.4) kiegészitd egyenletet, akkor

F(z,1) =z f(1)
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minden © € R esetén.

4.2. Lemma. (E. Garda-Matyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény teljesiti az y* f(x) = 2% f(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) €

Sy pdrok esetén, akkor
1
f(2%) =22'F (x, ;) + 622 f(z) — T f(1)

minden x € R\ {0} -ra.

4.3. Lemma. (E. Garda-Matyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fugguény eleget tesz az
1
F(nd) - L2
x x?

feltételnek barmely x # 0 esetén, akkor f(x) = x2f(1) minden v € R -

re.

Ezutan a kiegészitd egyenleteket az 22 — y? = 1 egyenleti hiper-
bola mentén teljesité additiv és kvadratikus fiiggvények folytonossagat
vizsgaljuk. Elsé eredményiink az additiv esetre vonatkozik.

4.9. Tétel. Legyenek f,g: R — R additiv fiigguények. Ha f,g tel-
jesitik az yf(x) = xg(y) kiegészité egyenletet az (x,y) € Sz pdrok
esetén, akkor f(z) = g(x) = xf(1) minden x € R -re.

A kovetkezo eredményiink a kvadratikus esetre vonatkozik, egyet-
len kvadratikus fliggvénnyel.

4.10. Tétel. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény eleget tesz az y>f(x) = x2f(y) kiegészité egyenletnek az
(z,y) € S3 feltétel mellett, akkor f(x) = x?f(1) minden x € R esetén.

Ezt az eredményt altalanositjuk egy masodik kvadratikus fligg-

vény hasznélataval.
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4.11. Tétel. Legyenck f,g: R — R kvadratikus figguények. Ha f,g
teljesitik az y*f(x) = x%g(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) € Sz pdrok
esetén, akkor f(x) = g(x) = 2*f(1) minden v € R -re.

A kiegészito egyenleteket az egységkor mentén teljesito kvadrati-
kus valos fliggvényekkel folytatjuk vizsgalatainkat. Amikor a feltételes
egyenletben egyetlen kvadratikus fiiggvény van, a kovetkezo eredményt

kapjuk.

4.12. Tétel. (E. Garda-Mdtyds [16]). Ha egy f: R — R kvadratikus
fiigguény eleget tesz az y*f(x) = 2%2f(y) kiegészité egyenletnek az
(z,y) € Sy pdrok esetén, akkor f(x) = z>f(1) minden x € R-re.

Altaldnositva ezt az eredményt egy méasodik kvadratikus fliggvény
hasznalataval, a kovetkezo tételt kapjuk.

4.13. Tétel. Ha f,g: R — R kvadratikus figgvények teljesitik az
vif(z) = 22g(y) kiegészitd egyenletet az (x,y) € Sy pdrok esetén,
akkor f(z) = g(z) = 22f(1) minden x € R -re.

Végiil, figyelembe véve a fliggvényegyenletek irodalmanak tovab-
bi eszkozeit, amelyek nagyon friss eredményeket is tartalmaznak, érde-
kes sziikséges feltételt kapunk a (4.4) kiegészité egyenletet teljesitd
kvadratikus fiiggvényekre.

4.14. Tétel. Ha eqy f: R — R kvadratikus fiigguény eleget tesz az
vif(z) = 22f(y) kiegészitd egyenletnek az xy = 1 feltétel mellett,

akkor létezik eqy H harmadrendi szimmetrikus bi-derivdcio, amelyre

f(x) = H(z,z) + 2%f(1).

A 6. fejezetben olyan f, g: R — R kvadratikus és kobfiiggvénye-
ket vizsgalunk, amelyek logaritmus illetve exponencidlis fiiggvényeket
tartalmazoé feltételes egyenleteket teljesitenek. Mindkét esetben bebi-
zonyitjuk az f, g kvadratikus és kobfliggvények egyenléségét és foly-

tonossagat.
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4.15. Tétel. Teqgyiik fel, hogy f,g: R — R n-edfoki monom figgué-
nyek (n € {2,3}) és f,g eleget tesznek az y" f(x) = x"g(y) kiegészitd
egyenletnek R*-on minden (x,y) € S5 esetén. Ekkor f(x) = g(x) =

4.16. Tétel. Ha f,g: R — R n-edfoki monom figguények (n €
{2,3}) és f,q teljesitik az y"f(x) = x"g(y) kiegészité egyenletet az
(x,y) € Sg pdrok esetén, akkor f(z) = g(x) = 2" f(1).

Megjegyezziik, hogy a fenti tételekben mind a logaritmus, mind
az exponencidlis fiiggvény alapja barmely pozitiv valos szam lehet, az
1-et kivéve.
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